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Capitolul 1

Vectori

Unele marimi fizice sunt complet determinate printr-o singura
proprietate, care este chiar valoarea lor numerica. Aceste
marimi, cum ar fi: temperatura, volumul, timpul, energia, frec-
venta, se numesc scalari. Operatiile matematice cu scalari sunt
operatii aritmetice obignuite.

Exista insa marimi fizice a caror descriere completa necesita speci-
ficarea directiei, sensului si respectiv a punctului de aplica-
tie. Aceste marimi se numesc vectori, iar exemple 1n acest sens
sunt: viteza, acceleratia, forta, impulsul, momentul unghiular,
momentul fortei, etc.

1.1 Reprezentarea unui vector

Exista mai multe posibilitati de exprimare a unui vector: geome-
trica, analitica, matriciala. Fiecare dintre ele prezinta avantaje si
limite, de aceea reprezentarile sunt alese si folosite in functie de
problema concreta care se doreste a fi rezolvata.



1.1.1 Reprezentarea geometrica

Un vector este reprezentat ca un segment orientat, care porneste
dintr-un punct numit origine sau punct de aplicatie. Segmen-
tul este agezat pe dreapta suport AA’ si are sensul indicat de
varful sagetii (Fig.1).

. A (du)
A= 4§A
'D'é"1
lu
A
Fig. 1

Ca urmare, un vector este caracterizat de urmatoarele patru ma-
rimi:

e origine (punct de aplicatie) - punctul de unde porneste
e directie - dreapta suport pe care este agezat

e sens - indica incotro se indreapta

e modul(marime) - valoarea numerica



Modulul sau marimea vectorului este proportionala cu lungimea
segmentului orientat. Modulul vectorului se noteaza |A| sau A.

Sa consideram un vector de marime egala cu unitatea, notat €y,
orientat pe directia i in sensul vectorului A. Acesta se numeste
versor'. In aceste conditii, se poate scrie:

A= Aé, (1.1)

1.1.2 Reprezentarea analitica

In reprezentarea analitica, un vector se exprima prin proiecti-
ile sale pe un sistem de axe ortogonale, de exemplu, sistemul
cartezian (Fig. 2).

Sanotam cu A,, Ay, A, proiectiile lui Ade-a lungul axelor Ox, Oy,
Oz. Atunci:

A=A+ A+ Ak (1.2)

unde 4, j, k sunt versorii directiilor Oz, Oy, Oz.
Marimea vectorului se afla folosind teorema lui Pitagora:

A= \JA2 4 A2 4 A2 (1.3)

De exemplu daci: 7 = 7i — 3] + 2k(m/s), atunci v, = 7m/s,
vy, = —3m/s, si v, = 2m/s; prin urmare

v =49+ 9+ 4 m/s=y/62m/s=7.87Tm/s.

n literatura de specialitate se folosesc gi alte notatii pentru versori.
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1.1.3 Reprezentarea matriciala

Orice vector poate fi exprimat ca o matrice cu o singura linie
sau cu o singura coloana, fiecare element al acesteia reprezentand
componenta (proiectia vectorului) pe o anumita directie. De e-
xemplu, daca vectorul este reprezentat analitic prin relatia (1.2),
atunci :

A=(4, A, A) (1.4)
Sau
— Ax
A=| 4, (1.5)
A,

10



1.2 Operatii cu vectori

1.2.1 Adunarea si scaderea vectorilor

Fie A si B doi vectori oarecare. Suma A + B este, de asemenea,

un vector:

A+B=C (1.6)

A @)

Fig. 3: (a) metoda poligonului; (b) metoda
paralelogramului

Marimea vectorului rezultant se poate determina prin oricare din
modalitatile de reprezentare ale vectorilor discutate anterior.
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In Fig. 3 sunt reprezentate doua metode geometrice de aflare ale
vectorului suma.

Prin regula poligonului (Fig. 3a) vectorul rezultant a doi (sau
mai multi) vectori se afla trasand segmentul ce inchide conturul
poligonal construit din vectorii agezati varf-origine. Originea vec-
torului rezultant se afla in originea primului vector iar varful - in
varful ultimului vector al sumei.

In Fig. 3b este ilustrata adunarea a doi vectori prin metoda
paralelogramului. Conform regulii paralelogramului, vectorul
rezultant este diagonala mare a paralelogramului construit de cei
doi vectori concurenti A si B.

Din Fig. 3 se observa ca adunarea este comutativa. Aceasta
constructie geometrica permite calculul marimii vectorului suma
cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizate:

C =+VA2+ B2 +2ABcosa (1.7)

Daca suma a doi vectori este egala cu zero, atunci vectorii sunt
egali ca marime §i au sensuri opuse.

A+B=0=B=-4 (1.8)

Aceasta relatie defineste vectorul opus si permite definirea ope-
ratiei de scadere a doi vectori ca adunarea dintre un vector, A,
cu vectorul opus, (—B).

D=A-B=A+(-B) (1.9)

Sa exemplificam, in continuare, adunarea vectorilor, plecand de
la reprezentarea lor analitica. In coordonate carteziene:

A = Ajd+A + Ak (1.10)

12
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Fig. 4: Determinarea vectorului dlferenga, D (a) prin
adunarea lui A cu vectorul opus —B; (b) vectorul
diferenta, D, uneste varfurile celor doi vectori A si B si
are sensul inspre vectorul descazut

B = B,i+B,j+B.k (1.11)

Componentele vectorului suma se afla prin adunarea algebrica a

componentelor (proiectiilor) corespunzatoare, pe directiile Ox, Oy
si Oz.

(1.12)
(1.13)

O

= (A, +B,)i+ (A, +B,)j+ (A, + B.)
i+

k
= (A4, —B,)i+ (A, —B,)j+ (A, — B.)k

Aceasta procedura analitica poate fi generalizata pentru adunarea
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an vectori R;, 1 =1,2,3...,n.
Daca se cunosc proiectiile acestor vectori pe axele sistemului de
coordonate carteziene, R;;, Iy, R;., atunci, vectorul suma este:

R = > F (1.14)

R = (/R2+R+R? (1.15)

n n n

R,=) Ry, Ry=> Ry, R.=)Y R (1.16)

=1 =1 i=1

unde

1.2.2 Inmultirea vectorilor

Exista mai multe posibilitati de inmultire a vectorilor. Acestea
depind de contextul problemei, rezultatul inmultirii vectoriale fi-
ind - in unele cazuri - marimi vectoriale sau scalare.

Inmultirea unui vector cu un scalar

Din inmultirea unui vector, A cu un scalar 1, rezulta un alt vector,
A’ de marime pA.
A = pA = 1A (1.17)

Directia vectorului A’ este aceeasi cu a vectorului A, iar marimea
si sensul sau depind de valoarea scalarului p:

e daca p > 0 sensul lui A’ este sensul lui /Y;

e daca pu < 0 sensul lui A’ este contrar sensului lui A.

14



Un exemplu de inmultire a unui vector cu un scalar a fost deja
ilustrat in relatia (1.1) si in Fig. 1.

Propietatile adunarii si inmultirii vector-scalar.

o M) A=)\ (/MY) =p ()\A) = puAA
e A+ ) A=XA+pA
. A<E+§> =M+ B
e 0A=A.0=0
Produsul scalar
Produsul scalar a doi vectori se noteaza cu 7 - 7. Rezultatul

operatiei de iInmultire scalara a doi vectori este un scalar:
A-B=ABcosa (1.18)

unde «a reprezintd unghiul dintre vectorii A si B (Fig. 5).
Daci vectorii A si B sunt perpendiculari, produsul scalar este nul,
intrucat cos90° = 1.
Din definitia produsului scalar se observa ca acesta este comu-
tativ:

A-B=B-A (1.19)
Cu ajutorul Fig. 5 se poate da o interpretare geometrica a pro-
dusului scalar a doi vectori. Asa cum rezulta din figura, proiectia
vectorului A pe dreapta suport a lui B este:

15



Fig. 5: Interpretarea geometrica a produsului scalar

PTBS/T: Acosa (1.20)
astfel incat:
A-B=(Acosa)B (1.21)
La fel:
Pr;B = Bcosa (1.22)
astfel Incat: B
A-B=A-Pr;B (1.23)

Componenta unui vector pe o axa este proiectia acestuia pe di-
rectia acelei axe. Deoarece directia si sensul fiecarei axe este de-
terminata de un versor corespunzator, se poate scrie:

A-Q (1.24)
A, = Acos(A,j)=A-F (1.25)
Ak (1.26)



Cosinugii unghiurilor dintre vectorul A si axele Oz, Oy, Oz se
numesc cosinusgi directori.

cos(A,7) = % = (1.27)
p— A

cos(A,j) = Zy =/ (1.28)

cos(A, k) = % = (1.29)

unde aq, 5 §i 1 sunt cosinusii directori ai lui A. Ca urmare:
A=A (a1;+ Bij + 71E) = Aej (1.30)

unde: B
gA = Oé1i+61j+’)/1/€ (131)

este versorul directiei lui A. Intr-adevir:
Er-Ex=1 (1.32)
deoarece:

o+ B +97 = 1. (1.33)

Intrucat versorii au componentele 5(1,0,0),5'(0, 1, 0),12(0,0, 1) si
sunt reciproc perpendiculari, atunci produsul lor scalar va fi:
=0 (1.34)
1 (1.35)
iar produsul scalar al vectorilor A(A,, Ay A, st B(B,, By, B,) se

exprima ca:

A-B=A,B,+A,B,+ A.B. (1.36)
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Exemple de marimi definite ca produs scalar sunt: lucrul mecanic,
fluxul campului gravitational, al campului electric sau al campului
magnetic etc.

Produsul vectorial

7 b}

Produsul vectorial a doi vectori A si B, notat cu 7 x 7 are

ca rezultat un vector, C.

AxB=C (1.37)

Fig. 6: Ilustrarea regulii burghiului

Prin conventie, produsul vectorial este un vector perpendicular
pe planul format de A si B (Fig. 6 ). Sensul lui C este stabilit
de regula burghiului drept: se ageaza burghiul perpendicular

18



pe planul format de cei doi vectori si se roteste in sensul
suprapunerii primului vector al produsului peste cel de-
al doilea pe drumul cel mai scurt. Sensul de inaintare al
burghiului este sensul vectorului rezultant.

O astfel de regula de inmultire ne atentioneaza asupra faptului ca
produsul vectorial este anticomutativ:

AxB=-BxA (1.38)
Marimea vectorului rezultant este data de relatia:
C' = ABsina (1.39)

Cu ajutorul Fig. 6 se poate da interpretarea geometrica a
produsului vectorial. Se constata ca modulul lui C' reprezinta
o jumatate din aria paralelogramului construit de cei doi vectori.

Sa calculam produsul vectorial folosind acum reprezentarea ana-
litica:

Ax B = (Ayi+ Ayj + Ak) X (Byi + B,j + B.k)
:AB(zxz)+AB(?x§)+A$BZ(§xE)
+A,B, (% 1)+ AyB,(J x j) + A,B.(j x k)
+ A By(k x 1)+ A.By(kxJ) + A.B.(k x k) (1.40)

ixj=Fk (1.41)
ixk=7 (1.42)
kxi=j, (1.43)



se obtine:

AxB = i(A,B.— A.B,) + j(A.B, — A,B.) + k(A,B, — A,B,)

_ A AL e[ A A ] A 4

- '"'B, B,|"| B, B. B, B,
i ]k

= | A, A, A (1.44)
B, B, B.

Produsul mixt

Produsul mixt include ambele tipuri de inmultiri dintre vec-
tori. Rezultatul produsului scalar dintre vectorii C' si produsul
vectorial al altor doi vectori A si B este un scalar, D:

(Z x E) =D (1.45)

Daca vectorii sunt cunoscuti pe componente, atunci produsul mixt
se poate calcula sub forma unui determinant caracteristic:

A, A, A,
D=|B, B, B. (1.46)
c, C, C.

Tinand cont de semnificatia geometrica a produsului vectorial Ax
E, precum si a produsului scalar A E, din Fig. 7, rezulta ca
marimea lui D este egala cu volumul paralelipipedului construit
cu cei trei vectori (necoplanari).

V= aria bazei x Inaltimea (1.47)

20
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Fig.7: Interpretarea geometrica a produsului mixt

= ‘/Txé Ccos(A x B, () (1.48)

—

— (jx f}) s (1.49)

Din (1.46) se observa ca produsul mixt nu-gi schimba valoarea
daca cei trei vectori sunt comutati ciclic:

(gxé)«5:<§x@>~ﬁ:(éxﬁ>«§ (1.50)
Triplul produs vectorial

21



Rezultatul aplicarii produsului vectorial intre trei vectori este un
vector. Deoarece efectuarea repetata a produsului vectorial intre
vectori este un lucru destul de dificil, acesta se calculeaza cu aju-
torul unor produse scalare? si anume:

Exgx(j:é-(ﬁxé)—(j-(z@xg> (1.51)

1.2.3 Derivarea vectorilor

Sa consideram un vector, A, exprimat in functie de o marime
scalard, de exemplu, s. Aceastd dependenta poate fi scrisa (in
coordonate carteziene) sub forma:

A= Ay (s)i+ Ay(s)] + A.(s)k (1.52)

Derivata unui vector in raport cu un scalar poate fi scrisa in acelasi
mod ca si derivata unei functii scalare, adica:

dA  A(s+ As) — A(s)
o5 = Am (1.53)

In cazul in care functia scalara s este, de exemplu, timpul ¢,
derivata vectorului A devine:

dA Ay dAy>  dA.
a dt @ T

Aceasta relatie defineste viteza instantanee a vectorului A.

(1.54)

Procedura matematica de diferentiere a unei functii vectoriale este
similara, agadar, cu cea pentru functii scalare.

2 Aceastd reguld este usor de retinut sub numele ”bac minus cab”.
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De exemplu:

dieg - U, 08 (1.55)
s = Lay g (1.56)
dis@.g) _ %.§+A’.Z_ff (1.57)
d%([fxé) = %x§+gx% (1.58)

Toate aceste reguli vor fi folosite in cadrul cinematicii gi dinamicii
punctului material si ale sistemelor de puncte materiale.

1.2.4 Integrarea vectorilor
Trebuie sa facem, mai intai, distinctia neta dintre o functie sca-
lari?® de variabili vectoriald, de exemplu:

u(r) = u(z,y, 2) (1.59)

si o functie vectoriala* de variabila vectoriald, de exemplu:

ar) =d(x,y, z) = a.(z,y, Z)Z—F ay(z,y, z)f—i— a,(x,y, z)E (1.60)

Ambele functii sunt definite in orice punct descris de vectorul
de pozitie 7 gi sunt exprimate in sistemul de referinta cartezian

(Ox,0y,0z).

3Exemple de functii scalare: densitatea, temperatura, energia potential,
etc.

‘Exemple de functii vectoriale: viteza, intensitatea campului
gravitational, electric, etc.

23



Sa consideram o curba I, in spatiul pe care este definita in orice
punct functia vectoriala. Integrala functiei vectoriale @, de-a lun-
gul curbei I', se defineste ca:

/6- dr’ = / (azdz + a,dy + a,dz), (1.61)
T T

unde dr reprezinta variatia vectorului de pozitie In coordonate

carteziene: .
dr = dxi + dyj + dzk (1.62)

(M)

Fig. 8: Ilustrarea procesului de integrare a vectorului @
de-a lungul conturului I

O alternativa de exprimare a expresiei (1.61) este in functie de
distanta s masurata de-a lungul curbei I fata de un punct fix (Fig.

24



8). Daca notam cu 6 unghiul dintre directia lui @ si tangenta la
curba in orice punct, atunci:

/6-d?=/acos@ds (1.63)

r r

1.3 Operatori vectoriali diferentiali

Operatorii diferentiali ce vor fi definiti in cele ce urmeaza permit
exprimarea locala (punctuald) a legilor fizicii. Acesti operatori
vectoriali (gradient, divergenta si rotor) pot fi exprimati cu
ajutorul operatorului diferential notat ” 6”5, numit "nabla”.

In coordonate carteziene, operatorul "nabla” are expresia®:

Operatorul
- d- 0 0 - - 0 0 -
U2 _ — _ _ R ] — —
V.- V=V" = (axz—l—ayj—l—azk) <3xl+8 +a/<:>
_ (2, 0
ox?  Oy?> 022

se numeste operatorul Laplace sau ”laplaceian”.

In functie de modul prin care acest operator "se aplica” unei
marimi fizice scalare sau vectoriale se obtin trei situatii distincte:

°De cele mai multe ori se omite scrierea lui V cu vector deasupra.
SExpresia operatorului V depinde de sistemul de coordonate ales

25



e gradient - daca se aplica unei functii scalare

e divergenta - daca se aplica prin produs scalar unei functii vec-
toriale

e rotor - daca se aplica prin produs vectorial unei functii vecto-
riale

Expresiile operatorilor vectoriali depind de sistemul de coordo-
nate in care se definesc. Pentru simplitate, vom considera in cele
ce urmeaza doar sistemul cartezian.

1.3.1 Operatorul gradient

Definitie

Operatorul gradient se aplica unor functii scalare, transformandu-
le iIn marimi vectoriale. Daca notam functia scalara cu ¢ =
¢(z,y, z) atunci, in coordonate carteziene, expresia gradientului’
marimii scalare este:

= - dp- Op-  Op-
ng):gmdgpz—gpi _g0j+_g0k

1.
ox dy 0z (1.65)

Semnificatia fizica

Sa consideram ca valorile functiei scalare ¢ nu depind, in prima
aproximatie, decat de coordonatele punctului in care aceasta se
evalueaza.

Se defineste notiunea de suprafata de ”nivel” constant sau
(suprafata echipotentiala in cazul in care functia ¢ reprezinta

"Operatorul gradient este un vector, de aceea, pentru sublinierea cestui
lucru, am marcat semnul vector deasupra. In cele ce urmeazs, pentru simplifi-
carea scrierii vom omite acest semn, fard a uita insa caracteristicile vectoriale
ale operatorului.
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un potential), locul geometric al punctelor pentru care functia ¢
are aceeagi valoare (Fig. 9):

o = ¢(x,y,2) = const. (1.66)

¢(X,y,z)=@r=const.

¢(x,y,z)=@;=const.

Fig. 9: Suprafete echipotentiale

Variatia functiei intre doua suprafete de nivel constant este:

ASO = QOQ(CL’,y,Z) - Sol(xaya Z) (167)

Din Fig. 9 se observa ca valoarea (ﬁ—f) a variatiei functiei, rapor-
tata la distanta dintre cele doua suprafete, depinde de orientarea
segmentului As.

Se definegte derivata dupa o directie a functiei scalare ¢, prin

relatia:

do _ ., B¢

ds Al As (1.68)
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Fig. 10: Orientarea segmentului As in raport cu un
sistem de axe carteziene.

Daca fixam orientarea segmentului As in raport cu un sistem
de axe carteziene (Fig.10) si tinem cont de faptul ca functia ¢
depinde de variabila s prin intermediul coordonatelor x,y, z, se
obtine:

de ) Ap Az Ay Ay Ap Az
ds Ali—@ <Am As Ay As T A As (1.69)
Az, Ay,Az—0

Relatia devine:

dp _ ¢ Oy Oy
75 = B, cosa + ay cos 3 + 5, C°87 (1.70)
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unde:

. Ax

cosa = Al}sIEOA—S (1.71)
. Ay

cos = AIEEOA_S (1.72)
. Az

cosy = AI;SIEOE (1.73)

2—? = grad ¢ - é (1.74)
unde: 5 5 5
Y- Y= Y
do=—"—i+—j+—k 1.75
grad ¢ dxl+8yj+az (1.75)
sau
grad o = cosa-i+cosfB- ]+ cosv-lg (1.76)

Se observa ca marimea gradientului poate fi definita ca:

lgrad ¢| = \/(3_5)2 + <g—§)2 + (2—3)2 (1.77)

Sa consideram in continuare, un plan tangent in punctul P | (7),
la suprafata de nivel constant ¢ = ¢(z,y,z) = const (Fig. 11).
Toate punctele din planul (7) din vecinatatea punctului P sunt
caracterizate de:

de
Ao ~ o 1.
© O:>ds 0 (1.78)

Pentru orice directie €5,; €s,; etc. din acest plan:
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Fig. 11: Orientarea vectorului gradient

d
d—;ol =grad -, =0 (1.79)
dy .

Ca urmare, grad ¢ este orientat perpendicular pe oricare doua
directii din planul (7). Conform teoremei celor trei perpendicu-
lare, ﬁgo este perpendicular pe planul format de directia ei. Deci,
directia gradientului este perpendiculara pe suprafetele de nivel
constant, in lungul normalei in punctul respectiv. Prin conventie,
se considera ca sensul vectorului 6@ este acela in care ¢ este
crescator. Deci, cu alte cuvinte, vectorul gradient "finteste” in
directia celei mai rapide cresteri, in spatiu, a lui .

In concluzie, principalele proprietatile ale gradientului unei functii
scalare (grady) sunt:
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e este o functie vectoriala definita in orice punct (”functie de
punct”)

e indica directia si sensul celei mai rapide cresteri a functiei scalare
e are marimea data de derivata dupa directia celei mai rapide
cregteri a functiei

ecste orientat perpendicular pe suprafetele ”echipotentiale” ¢ =
const., oricare ar fi marimea fizica ¢, careia i se aplica

Vom discuta mai amanuntit semnificatia fizica a acestui opera-
tor, in cazul definirii functiei potential scalar.

1.3.2 Divergenta

Definitie

Operatorul divergenta se aplica functiilor vectoriale prin opera-
tia de Inmultire scalara.

Daca notam functia vectoriala cu @, atunci, in coordonate carte-
ziene @ = d(x,y, z) §i expresia divergentei este:

(1.81)

Semnificatia fizica

Pentru a ilustra semnificatia fizica a operatorului divergenta, ne
vom folosi de un exemplu din mecanica fluidelor. Se defineste in
acest caz, intensitatea curentului masic, I, cantitatea de fluid care
trece printr-o suprafata d.S in unitatea de timp:

dm
= -
dt

Masa dm poate fi scrisa in functie de valoarea vitezei unei ”par-
ticule” de fluid in regiunea suprafetei infinitezimale ds. Suprafata

(1.82)
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¥4
z+dz |
z :
- > R
Iy [ / ___________ ivtdiy
o] . i >
X o S Y 4 Tytdy

________________________________

Fig. 12: Ilustrarea interpretarii fizice a divergentei

"vazuta” efectiv de fluidul in curgere este dS,, = dScosa. Canti-
tatea de fluid ce trece intr-un timp dt prin suprafata d.S sau (dS,)
este cuprinsa intr-un cilindru de arie a bazei dS,, si de inaltime
v -dt. Ca urmare:

dm = pdS,vdt = pdSvdtcosa (1.83)

unde p este densitatea volumica a fluidului. Ca urmare:

d
I= d—T: = pdSvcosa (1.84)

Se defineste, de asemenea, densitatea curentului masic, j prin
relatia:

= pv (1.85)



Constatam ca, intrucat viteza este o marime vectoriala, iar p - un
scalar, j este o marime vectoriala:

j=pt (1.86)

Avand in vedere ca U se poate scrie, in coordonate carteziene, sub
forma:

T = v, + vyf+ UZE (1.87)
rezulta ca:
unde:
Jz = PUz; Jy = PUy, J» = PUz. (1'89)

Sa analizam in continuare, curgerea unui fluid in raport cu un
referential cartezian Oxyz. Marimea vectoriala generica @ din
relatia (1.81) va fi acum j. Ne vom folosi de Fig. 12 si vom
incepe discutia noastra cu directia Oy din motive de vizibilitate
mai buna.

Densitatea de curent pe fata de intrare in paralelipipedul de volum
elementar dV este j,(y), iar cea de iesire j,(y + dy). Cantitatea
de fluid ce intra in volumul elementar dV' este:

dm(y) = pdxdzv,(y)dt (1.90)

1ar cea care iese:

dm(y + dy) = pdzdzv,(y + dy)dt (1.91)
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Daca, eventual, dm(y) este diferit de dm(y + dy), atunci putem
vorbi de o masa neta de fluid care ”izvoraste” sau ”dispare”, ex-
primata ca:

dmy = dm(y+dy) —dm(y) = pdrdzdtlv,(y +dy) —v,(y)] (1.92)

Observatii:

e am considerat mai sus ca fluidul este incompresibil, deci p(y) =
ply +dy) =p

e daca dm(y + dy) > dm(y) se spune ca dV se comporta (dupa
aceasta directie y) ca un izvor. In caz contrar, dV se comporta
ca un put sau dren

Putem exprima pe v,(y + dy) sub forma unei dezvoltari in se-
rie Taylor:

1 /0v 1 (/0%
vy (y +dy) = v,(y) +ﬂ (a—yy) dy + 5 (8y2y> (dy)*+... (1.93)

Daca viteza de variatie a lui v, cu y nu este foarte mare, atunci,
intr-o prima aproximatie, putem considera ca:

ov
vy(y + dy) = vy(y) + a—;dy (1.94)
astfel incat:
v,
dm, = pd:cdzdta—ydy (1.95)
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Relatii similare vor putea fi scrise cu ugurinta si pentru directiile
Oz si Oz, astfel incat:

dm = dmg+dm, +dm, (1.96)
— pdadydzdr(2s 4 0 4 O (1.97)
- pard or 0Oy 0z '
_ O(pva) | 9(pvy) | O(pv:)
= [+ o+ o |dV dt (1.98)
9jz | 9jy  0Js
(&E + oy + 8z)dth (1.99)

Asadar

dj: 0j dj. dm

ja , Ogy  0jo _ dm

or Oy 0z dVdt
Intrucat termenul I din relatia (1.100) se poate scrie ca un pro-
dus scalar intre operatorul V(C%i, 8%]’, %k) si vectorul j(jz, Jy, J2),
rezulta ca:

(1.100)

V-j=div] = — (1.101)

Cu alte cuvinte, div ] reprezinta masa de fluid izvorata dintr-un
volum elementar dV in unitatea de timp, raportata la valoarea
lui dV. Se spune ci div j reprezintd productivitatea specificd de
fluid a 7izvorului” elementar dV'. Evident, cu cat izvorul va fi mai
puternic, cu atat divj' care 1l caracterizeaza va fi mai mare. De
altfel, termenul divergenta provine de la cuvantul latin ” diverg-
ere”, care inseamna “a izvort”. Avand in vedere ca dm = ; ds,
in care dS este suprafata care inconjoara volumul elementar dV/,
prin integrare pe intreg volumul unei surse macroscopice de fluid
vom putea scrie:
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/j‘-(ﬁ: /dwj'.dv (1.102)

5

care reprezinta teorema lui Green-Gauss-Ostrogradski. A-
ceasta ultima rela@e stabileste o legatura intre 0 integrala de
suprafata a lui j si una de volum a unei functii de ]

1.3.3 Rotor

Definitie

Operatorul rotor se aplica functiilor vectoriale prin operatia de
produs vectorial. Daca aplicam rotorul functiei vectoriale @ =
d(x,y, z) se obtine:

i J k

> > 2 9 0
Vxad = rota=|5 5 % (1.103)

ay ay a,

([ Oa, 8ay Py 8@2_({)@3 i %_0@1 i
N dy 0z 9. oz )’ Ox y

Interpretarea fizica

Fie un vector A caracterizat prin componentele A,, A,, A, in ra-
port cu un sistem de referinta cartezian. Sa consideram o directie
oarecare descrisa de versorul 7.

In planul perpendicular pe versorul 7, alegem un contur infinitez-
imal inchis dl ,care margineste o suprafata mica AS.De obicei,
sensul de parcurgere al conturului se stabilegte astfel incat sensul
pozitiv al versorului 77 sa coincida cu cel determinat prin regula
burghiului drept.

Operatorul diferential rot este un vector a carui proiectie pe di-
rectia lui 77 este definita prin relatia:
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B} A-dl
rot,A = lim §—

dim S (1.104)

S considerdm in cele ce urmeazi ci vectorul A este viteza 7 a
unui punct (element de masa) dintr-un corp rigid care se roteste
cu viteza unghiulara w in jurul unei axe de rotatie coliniare cu ver-
sorul 7. In mod evident cd traiectoria punctului considerat este un
cerc de raza r cu centrul pe axa de rotatie iar viteza v = wr este
orientata tangent la traiectorie. Conturul ce inchide elementul de
suprafata AS = mr?este ¢ dl = 27r.

— » Y
Kyz) &y+Ayz)
% K+tAxyz) —a  GtAXy+AYR)

Fig. 13: Definirea operatorului rot in termeni de
coordonate

Conform definitiei 1.104 se obtine:
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rot,U = lim
r—0 T r—0 71?2

Astfel, rotorul vitezei liniare a punctelor unui solid rigid aflat in
miscare de rotatie este dublul vitezei unghiulare.

Din punct de vedere al calculului matematic este mult mai con-
venabila definirea operatorului rot in termeni de coordonate.

Sa gasim proiectiile vectorului rot intr-un sistem de coordonate
cartezian, de exemplu de-a lungul axei Oz.

Conturul pe care se integreaza este un dreptunghi cu laturile
Az, Ay indicat in Fig. 13. Se obtine:

= 2w (1.105)

(z+Ax,y,z)
]{fle): / A (z,y, z)dx +

(z,y,2)
(z+Az,y+Ay,z)

Ay(x+ Az,y, 2)dy
(z+Az,y,z)
(z,y+Ay,z)
A,y + Ay, 2)dz +
(z+Az,y+Ay,z)
(z,y,2)
Ay(z,y, z)dy (1.106)
(z,y+Ay,2)

Considerand ca Az, Ay pot fi oricat de mici dorim, putem dezvol-
ta termenii A,, A, in serii Taylor:

0A(x,y, 2)

Ax($7y+Ayvz) = Ax<x7y7z>+ ay

Ay... (1.107)
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aAy(QT, y7 Z)

Ayx+ A,y z) = Ay(zr,y,2)+ 5

Az + (1.108)
Sa revenim in relatia (1.106) in care, pentru claritate, sa calculam
suma Intre prima si a treia integrala, respectiv suma intre a doua
si a patra integrala. Dupa inversarea limitelor unei integrale si
aparitia semnului minus, se obtine:

(z+Az,y,2)

I, = / Ap(z,y, z)dx —
(z,9,2)
(e+Az,y,2)

Y A P

(2,9,2)
_0A(z,y,2)

= BT AYA 1.1
o yAzr (1.109)

0A:(x,y, 2)

Ayl d
Jy yjar

In mod similar se obtine:

_aAy(xayWZ)

I, —
2 ox

AxAy (1.110)
Ca urmare, conform definitiei (1.104), proiectia vectorului rotApe
axa Oz este:

rotA

ox oy

( *)Z—aAy 04 (1.111)

In mod similar se obtin si celelalte proiectii (considerand drep-
tunghiuri cu laturile Ay, Az respectiv Az, Ax si repetand proce-
dura matematica):
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(rotff)x _ 04 94, (1.112)

dy 0z
- 0A, O0A,
(rotA)y = SE-o (1.113)

Din aceste relatii rezulta definitia vectorului rotor in coordonate
carteziene:

rotA = 04, — % ;—F 04, — 04, ﬁ'—i- % — 04, E
0y 0z 0z oz )’ ox dy
(1.114)

< < < <
« e Hr, Fa, "
Y T e % <> ST
5 > Ba > B > Fa >
K > a > K > 4 >

K > K > X E
< e DA P
X > e ,4_-: Y <> 7
X > K > X > >
< e e T« fod

e
_’

> 2 > 1 T x
> >

>

Fig. 14: Ilustrarea teoremei lui Stokes-Ampere

Sa calculam fluxul vectorului rot A printr-o suprafata oarecare mar-
ginita de un contur inchis, divizand suprafata considerata in mici
elemente de suprafata AS;.

[rotd-a5 =" [ roti-as (1.115)
(@) As;

S

Cum AS; este foarte mic se obtine in prima aproximatie, folosind
relatia de definitie (1.104), urmatoarele expresii pentru fiecare
element de suprafata:
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/ rotA - dS = / ('r’otff)n dS =~ <'r0tff)n AS; ~ 7{@ dl

AS; AS;

Ca urmare:

/mtA’. dS ~ Z%E- dl (1.117)
@ 7

S

Conform Fig. 14 se observa ca integralele de pe contururile ce
marginesc doua suprafete vecine sunt opuse ca semn (deoarece
sunt parcurse in ambele sensuri) si ca urmare se anuleaza reciproc.
Singurii termeni ce raman necompensati sunt cei de pe contu-
rul exterior ce margineste suprafata considerata. Considerand
suprafetele AS; din ce in ce mai mici se obtine relatia:

/mt/T- dS ~ ]{A’- dl (1.118)
S

Aceasta relatie este cunoscuta ca teorema lui Stokes-Ampere.

1.4 Probleme

1.1 Fie vectorii:

A = 3+47+5k
B = —i+4j—2k
c 2%—j+k

Determinat;i:
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. marimile celor trei vectori;

. reprezentati grafic vectorii;

. versorii celor trei vectori;

— —

)
)
¢). valoarea numerica a vectorului A+ B -G,
)
). produsele scalare: A-B,A-C, B-C;
)

. produsele vectoriale A x B, A x C', B x ('; marimea lor si
cosinusul unghiurilor dintre aceste perechi;

i

g). Vectorii ff, E,C sunt, coplanari?
h). produsul AxBxC.
Rezolvare:

a. Marimile celor trei vectori sunt:

Al = V9F+16+25=7.0711
Bl = V1+16+4=4.5826
Cl = VA+1+1=24495

b. Reprezentarea grafica este data in Fig. 1.1.
c. Vectorul:

A+B—C=0B-1-2)i+@A+4+1)j+06-2—-1)k=95+2k
are valoarea numerica:

)A’+§—é‘:\/81+4=9.2195

42



Fig. 1.1

d. Versorii directiilor celor trei vectori sunt:

A 3. 4 - - . F r
- _ A : ; F=0.427 + 0.567 + 0. 71k
“ A 70 Y7o o7 v 0007
. B 1 - 4 - 2 - - - -
b= 2o __ "  _Z [ —0.227+0.87] + . 443k
B~ 133 T 133’ 13 PrUS
d 2. 1. 1 - - - ”
- _ C_ - ' F=0.827 +0.417 + 0. 41k
¢ = G704 o4y Tt T OB 0Al
e.
A-B ~3416-10=3
AC = 6-4+5=17
B-C = —2—-4—-92=_-8
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Lo ik oL
AxB = |3 4 5 |=—28i+j+16k
14 -2
L A
AxC = |3 4 5 |=9+7]—11k

2 -1 1
BxC = | -1 4 —2|=2-3/—7k
2 -1 1

Marimea vectorilor este:

Ax Bl = V282 + 1+ 162 = 32.265
AxC| = V92 +72+112 = 15.843
BxC| = V2232 172="7.874

iar unghiurile corespunzatoare dintre fiecare pereche de vectori
astfel definiti:

(Ax B)-(AxC)
A B[-[Axc
—28-94+1-7—16-11

cos(Ax B,AxC) =

32.265 - 15. 843
Lo L AxB)-(BxC
cos(Ax B,Bx(C) = (ﬁx ﬁ) (ﬁxﬁ)
‘AXB‘~)BXC
~98.9-1-3-16-
_ 28 - 2 3—16 7:—0.67

32.265 - 7.874
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) (B xC)

cos(Ax C,BxC) = (

AxC
AxC

BxC
9.2-7-3+11-7
- 15.843 - 7.874 =0.59

—

g. Pentru a vedea daca vectorii A, B,C'sunt copanari, se cal-
culeaza produsul mixt:

A (Bx(C)=3-2—4-3-5-7T=—41

Deoarece valoarea acestui produs este diferita de zero inseamna
ca vectorii nu sunt coplanari.

h. Pentru produsul dublu vectorial se foloseste regula ” bac minus
cab”

AxBxC = B-(A-C)—
— C-(A-B)=T7(—i+4] —2k) —3(2i =+ k)
= —137—317— 17k

1.2 Fie vectorii A si B definiti de urmatoarele expresii:

oo N

ae " 4 btj + k
= (csinwt)i+ (dcoswt)]

unde a, b, ¢, k, w— constante iar t-timpul. Calculati:
a), 4. dB.|ai| . |aB].
Cdto dt|dt || de |
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Rezolvare:

a. Folosim regulile de derivare ale vectorilor:

dA d - od, .
= = %(ae_kt)i + a(bt)j = —kae ™i + bj
dB d . d - - .
prl a(c sinwt)i + %(d coswt)j = cw cos wti — dw sin wtj
% - \/(_kxaefkt)2 4 b2
dB
| = \/(cw coswt)” + (dw sinwt)?
b.
Al = Vl{ae*)2 + (bt)2 + 1
B| = /(csinwt)?+ (dcoswt)?
d | - d 2 2(7kt)k th
Z 1A = Zlae M2+ (007 + 1 = —— +
dt dt Va2e2(=F) + 242 4 1
d |~ d w ?—d?
—|B| = —+/(csinwt)?+ (dcoswt)? = —
dt dt VI P ) 2 /2 sin? wt 4 d2 cos? wt

Dupa cum se constata:
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—

dA d | -
|l T @A
dB d |-
Tl # alB

% (/Y é) = %(ae_ktc sinwt + btd cos wt)
= (ake ¥ c 4 btdw) sinwt + (wae ¥ c 4 bd) cos wt

d.
d /- = d|’ J k
£<A><B> = — | qgekt bt 1
csinwt dcoswt 0

= wd (sinwt) 7 + ¢ (coswt) wj —
— (ake™*dcoswt + ae " dw sin wt

—

+  cw coswtbt + chsinwt)k
1.3 Calculati marimea gradientul functiei:
f(z,y,2) = 2y + ya* + xyz
Rezolvare:

Conform definitiei operatorului gradient, se obtine:

0F - 0f 01

gradfzﬁf:a—xz—i-ayj—i—az
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Derivatele partiale ale functiei scalare f in raport cu cele trei
coordonate sunt:

af

o %(ng +yz? + ayz) = y* + 2yr +yz
0 0

a—JyC = a—y(mgf +yr? +ayz) = 2yr + 2% + 12
of 0

3, = a(ng +y2® + zyz) = yx

Ca urmare marimea vectorului gradient este:

IVF| = (2 + 2yz +y2)? + 2yx + 22 + 22)? + (yx)?
1.4 Calculati divergenta vectorului:
A = dai + 2;'—1— 4yE

Rezolvare:

Conform definitiei operatorului divergenta, se obtine:

L L, 0 0 0
divir = V.-r= axAx+ 8yAy+8zAZ
0 0 0
= %(495) + 8_y<2) + &(49)

= 4

Rezultatul aplicarii operatorului divergenta unei marimi vectori-
ale este un scalar.

1.5 Determinati rotorul functiei vectoriale:

F = (dabyz* — 10bz*y?)i + (9abxz? — 6ba’y)j + Sabryzk
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unde a, b, c—constante.
Rezolvare:

Conform definitiei operatorului divergenta, se obtine:
i i k
rotFF = VX F = 6% a% %
dabyz? — 10bx*y? 9abxz? — 6bxdy Sabxyz

-] o 0 ) 5
= 1 {Gy(é%aba:yz) aZ(Qaba:z 6bx y)]

—J [82(8@9:@/2) 88 (4abyz* — 1055”292)}

T z

»| 0 2 3 0 2 2 2
+k | — — - —4 -1
k { (9abxz 6bx y) y( abyz 0bz Y )

= —10abxzi 4 (5abz® + 2bx’y)k
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Capitolul 2

Mecanica clasica

2.1 Cinematica punctului material

Cinematica studiaza deplasarile corpurilor in functie de timp,
fara a tine cont de cauza care produce miscarea. Deplasarea unui
corp fata de alte corpuri se raporteaza la un sistem de referinta
solidar legat de corpurile alese drept repere.

Un principiu fundamental al Mecanicii newtoniene este principiul
caracterului absolut al masurii timpului, adica masura timpului
este independenta de sistemul de referinta ales, fata de care se
studiaza miscarea corpului. Cu alte cuvinte, daca avem doua
fenomene care sunt simultane fata de un sistem de referinta, ele
vor fi simultane fata de orice alt sistem de referinta; deci, simul-
taneitatea a doua fenomene are un caracter absolut in Menanica
newtoniana.

In Mecanica, un corp ale carui dimensiuni pot fi neglijate in tim-
pul miscarii sale, se numesgte punct material sau particula si
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se reprezinta grafic printr-un punct geometric.

Fie un punct material care se deplaseaza in timp; alegem ca sis-
tem de referinta sistemul cartezian (Oxyz). Coordonatele x, y
si z ale punctului material si respectiv vectorul de pozitie 7 sunt
functii de timp:

(t) . x(t) yt) =z(t) (2.1)

Functia 7(t) se numeste legea de miscare a punctului mate-
rial. Totalitatea pozitiilor succesive ale punctului material in timp
formeaza o curba numita tratectoria particulei si este caracter-
izata prin ecuatiile parametrice:

v=xt) y=yt) z=-=2(0) (2:2)

Marimile cinematice care caracterizeaza miscarea unui punct
material sunt viteza si acceleratia. Se defineste viteza medie ca
fiind variatia vectorului deplasare raportata la intervalul de timp
cat are loc deplasarea:

=7 () —7(t)

Um = = 2.3
BT t—t (2:3)
si respectiv viteza momentana:
dr ) — 7t
g I gy M) =) (2.4)

Observatie: vom folosi in continuare notatia Leibnitz pentru
derivata in raport cu timpul a unei marimi, adica cu un punct dea-
supra pentru derivata de ordin intai si respectiv cu doua puncte
pentru derivata de ordin doi.
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Deci, viteza particulei este derivata in raport cu timpul a vec-
torului de pozitie:

<y
Il
=y

(2.5)
si are componentele:
Fooa(t) glt) A(t) (2.6)
iar acceleratia este derivata vitezei in raport cu timpul:
i=0=r (2.7)
si are componentele:

Fooit) gt At (2.8)

Fie doua sisteme de referinta S si S’ (Fig.1), care se misca arbitrar
unul fata de celalalt. Fie un punct material P aflat in migcare fata
de cele doua sisteme de referinta. Marimile cinematice similare
fata de cele doua sisteme vor fi notate cu aceleasi litere, fara si
respectiv cu accent. Intre vectorii de pozitie ai particulei, 7 (fata
de S) si 7 (fata de 9”) este verificata relatia evidenta:

r=7,+7r (2.9)
unde
»

7 =a'e, +y'e, + e (2.10)

iar €, €, si €, reprezinta versorii axelor de coordonate ale sistemu-
lui 8, dependenti de timp. Vom deriva relatia (2.1.9) in raport cu
timpul:

F= T+ 2, +ye, A e F e (211)
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In membrul stang al identititii (2.11) vectorul 7 reprezintd viteza
particulei fata de sistemul de referinta fix .S, si este numita conven-
tional viteza absoluta. In membrul drept, suma primilor patru
termeni reprezinta viteza particulei daca ea ar fi imobila fata de
sistemul S’, se numete viteza de transport a particulei si ea
este nula daca sistemul S’ nu se misa fata de S. Suma ultimilor
trei termeni din membrul drept reprezinta viteza particulei fata de
sistemul mobil S’ gi se numeste viteza relativa. Asadar, relatia
(2.11) se poate scrie sub forma:

Vabs = Utransp + Upel <212)
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unde

17abs = F (213)
ﬁtransp = 7?.0 + [L'/é(x + ylé.; + Z/éJZ (214)
177‘6l = x/élr + y/é;; + Z/é; (215)

Observatie: viteza de transport a particulei se compune din
viteza 7, a originii sistemului mobil S’ i din viteza de rotatie
GXT = x’é; —|—y’é_§/ —|—z’éJZ a particulei solidar legate de S’, in jurul
punctului O'; presupus fix. Relatia (2.12) se numeste formula
de compunere a vitezelor in Cinematica newtoniana.

Vom deriva inca o data, in raport cu timpul, identitatea (2.11):
'_'.:T'—.Io_i_x/é—;_i_y/%_i_zlé—(z_i_
i'e, +i'e, + e + (2.16)
2(i'E, + /6, + #E)

In membrul stang al identitatii (2.16) vectorul F reprezinti ac-
celeratia particulei fata de sistemul de referinta fix S, numita
acceleratie absoluta. In membrul drept, suma primilor patru
termeni reprezinta acceleratia particulei daca aceasta ar fi soli-
dar legata de sistemul mobil S” gi se numeste acceleratie de
transport. Suma urmatorilor trei termeni reprezinta acceleratia
particulei fata de sistemul mobil S’ gi se numeste acceleratie
relativa, iar suma ultimilor trei termeni se numeste acceleratie
complementara sau acceleratie Coriolis. Cu notatiile:

—

aabs = r (217)
C_L'transp = 7%;0 + Ilflé_!z + y/é; + Z/éi (218)
C_L‘Tel = (L’/élx + y,ély + Zlé'z (219)
Goomp = 2(i'¢, + 16, + 7€) (2.20)
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relatia (2.16) se poate scrie sub forma:
Jabs - Jtransp + C_7:rel + (jcompl (221)

ceea ce reprezinta formula de compunere a acceleratiilor in
Cinematica newtoniana.

2.2 Transformarile Galilei

In continuare, vom numi particula libera o particula asupra
careia nu actioneaza nici un alt corp. Experienta arata ca e-
xista sisteme de referinta privilegiate pentru care este adevarata
urmatoarea afirmatie: orice particula libera se misca cu viteza
constanta fata de aceste sisteme, adica se deplaseaza rectiliniu si
uniform (principiul inertiei). Sistemele de referinta pentru care
este valabila aceasta afirmatie se numesc sisteme inertiale.

Sa studiem in continuare miscarea unei particule libere fata de
doua sisteme de referinta inertiale S (fix) si S’ (mobil), deci care
se migca cu viteza constanta atat fata de S cat si fata de S, adica:

Gaps =0 ¢ Gy =0 (2.22)

Conform legii de compunere a acceleratiilor pentru o particula
(2.21), va rezulta:

C_I:transp + acompl =0 (223)

ceea ce va conduce la:

P=0; &=0; &=0, &=0 (2.24)

T

Cerintele relatiei (2.24) exprima faptul ca originea O’ se deplaseaza
rectiliniu si uniform fata de S, iar axele sistemului S” nu se rotesc
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in jurul originii O’. Migcarea sistemului de referinta, in decursul
careia axele raman paralele cu ele insele se numeste migcare de
translatie. Deci, sistemul inertial S’ are o miscare de translatie
rectilinie gi uniforma fata de sistemul inertial S.

Observatie: pentru a mentine starea de miscare rectilinie si uni-
forma sau de repaus relativ a unei particule libere, fata de un
sistem de referinta inertial, spatiul gi timpul in sistemul inertial
trebuie sa satisfaca anumite caracteristici:

e spatiul sa fie omogen, adica toate punctele din spatiu sa fie
echivalente

e spatiul sa fie izotrop, adica traiectoriile particulelor libere aflate
in miscare sa fie rectilinii indiferent de directiile in care are loc
migcarea

e timpul sa fie uniform, adica particulele libere sa parcurga spatii
egale in intervale egale de timp

Vom introduce notiunea de eveniment, prin care se intelege un
fenomen produs intr-un anumit punct geometric, la un anumit
moment de timp. Un eveniment este caracterizat prin patru co-
ordonate spatio-temporale: trei coordonate spatiale x, y si z ale
punctului unde are loc fenomenul si o coordonata temporala ¢,
desemnand momentul producerii lui. Notiunea de eveniment va
fi frecvent folosita mai ales in Cinematica relativista.

Coordonatele spatio-temporale (7, t) caracterizeaza migcarea ab-
soluta, coordonatele spatio-temporale (77, t) caracterizeaza misca-
rea relativa, iar 7, caracterizeaza misgcarea de transport a sistemu-
lui S’ fata de S, S’ aflandu-se in miscare rectilinie si uniforma cu
viteza v fata de S.
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Intre coordonatele spatio-temporale ale unui eveniment fata de
cele doua sisteme de referinta exista relatia evidenta:

P =7 7 (2.25)

unde 7, = vt’ reprezinta ecuatia ce caracterizeaza miscarea uni-
forma a sistemului S’ fata de S. Conform principiului funda-
mental al Mecanicii newtoniene al caracterului absolut al masurii
timpului, timpul se scurge la fel in ambele sisteme de referinta,
adica:

t=1t (2.26)

Relatiile (2.25) si (2.26) reprezinta transformarile Galilei care
exprima coordonatele spatio-temporale ale unui eveniment fata de
un sistem de referinta inertial in functie de coordonatele spatio-
temporale ale aceluiagi eveniment fata de un alt sistem de referinta
inertial aflat in migcare rectilinie si uniforma fata de primul, in
Mecanica newtoniana. Pentru cazul particular in care 9||Oz vom
obtine transformarile Galilei speciale directe:

r = x—uvt
=y
(2.27)
7 = =z
t =t
si respectiv transformarile Galilei speciale inverse:
x = 2 +ot
e y/
(2.28)
z = 72
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Consecintele transformarilor Galilei (speciale) se refera la:

e legea de compunere a vitezelor in Mecanica newtoniana, adica:
Urel = Vabs — U (229)

e invarianta lungimilor in orice sistem de referinta inertial, adica:
I'=1 (2.30)

unde I’ reprezinta lungimea unei bare masurata in sistemul S’ iar
[ reprezinta lungimea aceleagi bare masurata in sistemul S.

Observatie: Transformarile Galilei speciale au avantajul ca au
o forma foarte simpla si contin caracteristica esentiala a relatiei
dintre sistemele de referinta inertiale S i S’, anume ca ele au unul
fata de celalalt o migcare de translatie rectilinie gi uniforma.

2.3 Principiile dinamicii newtoniene

Dinamica studiaza migcarea corpurilor plecand de la cauza care o
produce. Principiile Dinamicii sunt propozitii cu caracter general,
obtinute pe baza a numeroase date experimentale.

Principiul inertiei (legea intai a lui Newton) afirma ca orice
particula, in absenta actiunii altor corpuri, se migca rectiliniu si
uniform; deci, o particula libera se deplaseaza cu viteza constanta.
Principiul inertiei este verificat prin contrazicere, adica nu s-a ob-
servat experimental ca, daca este indeplinita conditia din prin-
cipiu miscarea sa nu tinda la una rectilinie.
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Observatie: apare notiunea de inertie care reprezinta tendinta
unui corp de a nu-si modifica viteza in cazul cand nu exista actiuni
exterioare.

Principiul manifestarii actiunii (legea a doua a lui New-
ton) afirma ca, in conditii exterioare date, produsul dintre masa
si acceleratia unei particule este o functie vectoriala ce depinde
de pozitia particulei, viteza sa si de timp:

mi = F(7,7,1) (2.31)

Observatii:

e Apare notiunea de masa; prin experiente de ciocnire se demon-
streaza ca fiecare particula este caracterizata de o marime scalara
pozitiva, specifica gi invarianta (in Mecanica newtoniana) care
reprezinta masa particulei.

e Functia vectoriala F reprezintd forta cu care corpurile actionea-
za asupra particulei, iar dependenta F (7,7,t) se numeste legea
fortei sau expresia fortei. Forta F este o mérime vectoriali
masurabila al carui modul exprima intensitatea actiunii asupra
particulei, iar directia si sensul ei redau orientarea actiunii

e Principiul doi stabilegte dependenta generala a fortei de vari-
abilele cinematice 7, 7" si ¢, dar nu da o prescriptie pentru forma
concreta a acestei dependente.

e Relatia (2.31) reprezinta ecuatia fundamentala a Dinamicii

Principiul independentei actiunilor afirma ca exercitarea si-

multana a mai multor actiuni asupra unei particule nu modifica
legile fortelor; efectul asupra particulei este exprimat prin suma
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fortelor individuale:

F(F, 7 t) =Y Fy(F 1) (2.32)

Principiul actiunii si reactiunii (legea a treia a lui New-
ton) afirma ca doud corpuri actioneaza unul asupra celuilalt in
asa fel incat fortele corespunzatoare sunt egale ca marime si de
sens contrar:

F;lg - —ﬁgl (233)

unde F5 reprezinta actiunea corpului 1 asupra corpului 2, iar
5, reprezinta reactiunea corpului 2 asupra corpului 1.

Principiul relativitatii a lui Galilei afirma ca, pornind de
la situatii initiale similare, evolutia unui ansamblu de particule
izolat (nu actioneaza nici o forta din exterior asupra ansamblu-
lui) este aceeasi in orice sistem de referinta inertial.

O consecinta deosebit de importanta a acestui principiu se ob-
tine exprimand legea a doua a lui Newton pentru o particula care
face parte dintr-un ansamblu izolat, fata de sistemele inertiale S

si S

mi = F(7,7t) fatd de S
(2.34)

mi = F(7, 7 t) fatd de S

Se observa ca legea fortei este aceeasi in ambele sisteme de referin-
ta, conform principiului relativitatii a lui Galilei. Legatura dintre
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sistemele inertiale este data de transformarea Galilei (2.25), care
derivata de doua ori conduce la relatia:

P =7 (2.35)

adica acceleratiile particulei in sistemul S gi S sunt identice. Con-
form relatiei (2.34) rezulta:

F(7 7.t) = F(F,7t) (2.36)
Folosind relatiile de transformare Galilei, egalitatea (2.36) devine:
F(F—0t,r—0,t) = F(F 7t (2.37)

identitate ce exprima invarianta expresiei fortei exercitate
asupra unei particule dintr-un ansamblu izolat, la schimbarea
sistemului de referinta inertial. Cu alte cuvinte, daca avem la
dispozitie o multime infinita de sisteme de referinta inertiale, con-
form principiului relativitatii a lui Galilei nici unul din aceste sis-
teme nu este privilegiat in descrierea miscarii unei particule libere
si toate principiile Mecanicii au aceeasi forma fata de orice sistem
de referinta inertial.

In concluzie, Dinamica studiazi miscarea corpurilor pornind de
la expresiile, presupuse cunoscute, ale fortelor exercitate asupra
lor. Bazandu-ne pe principii, sa vedem cum se formuleaza concret
problemele Dinamicii.

Fie un punct material de masa m solicitat de forta ﬁ(ﬁ r, t) ce
reprezinta o actiune exterioara cunoscuta. Problema de dinamica
consta in determinarea miscarii particulei, iar rezolvarea ei se face
cu ajutorul ecuatiei diferentiale vectoriale (2.31) pentru vectorul
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de pozitie 7 al particulei, ca functie de timp. Aceasta ecuatie vec-
toriala, scrisa pe componente revine la un sistem de trei ecuatii
diferentiale de ordin doi, in forma normala, pentru functiile z(t),

y(t) si 2(t):
mi = Fx(%% Z7j77y'7 Zat)
my = Fy(x,y, 24,7, 21) (2.38)
mz = Fz(x7y7 Z»'C'Evy'a Z7t)
Acestui sistem de ecuatii diferentiale i se asociaza conditiile
initiale:
x(t,) = x, (to) = Vor
y(to) = Yo Y(to) = voy (2.39)
2(ty) = 2, 2(ty) = Vos
Sistemul de ecuatii diferentiale (2.38) impreuna cu conditiile initi-

ale (2.39) formeaza o problema Cauchy care ne ofera, conform
matematicii, o solutie unica de forma:

x = z(t)
y=y(t) (2.40)
z = z(t)

obtinandu-se legea de miscare a particulei:
7 =7(t) (2.41)

determinata de conditiile initiale:

(2.42)



Numim stare mecanica la momentul ¢ a unui punct material,
ansamblul {7(t), 7(¢)} format din vectorul sau de pozitie i viteza
sa In acel moment. Conditiile initiale (2.42) definesc starea me-
canica a particulei la momentul ¢,,.

Deci, in ipoteza ca expresia fortei este cunoscuta, starea mecanica
a unei particule la un moment dat determina univoc legea ei de
de miscare. Principial este suficient sa cunoastem starea mecanica
la un moment ¢, pentru a deduce, fara nici o ambiguitate, starea
mecanica a particulei la orice alt moment. Legea de miscare poate
fi gasita efectiv prin integrarea ecuatiei diferentiale (2.31), care se
numeste ecuatia de miscare a particulei.

Observatie: pana acum s-a discutat modul in care legile lui
Newton guverneaza migcarea punctelor materiale in sistemele de
referinta inertiale. Este necesar sa facem cateva consideratii de
dinamica privind sistemele de referinta neinertiale (sisteme
pentru care nu mai este valabil principiul inertiei). Fata de sis-
temele neinertiale, legea a doua a lui Newton are un enunt similar
aceluia fata de sistemele inertiale, cu deosebirea majora ca fortei
care descrie actiunea fizica a altor corpuri asupra particulei tre-
buie sa i se adauge fortele de inertie, anume forta de transport
si forta Coriolis. Celelalte legi ale lui Newton (principiul inertiei,
independentei actiunilor, actiunii si reactiunii) raman neschim-
bate in ce priveste traducerea proprietatilor actiunilor fizice prin
insusiri ale legilor fortelor.

Remarcam ca, in general, ecuatia de migcare a unei particule intr-
un sistem de referinta neinertial este considerabil mai complicata
decat ecuatia de migcare scrisa fata de un sistem inertial. In
consecinta, legea de miscare a particulei este mai greu de calculat.
Desi aceste consideratii arata ca sistemele inertiale sunt privile-
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giate, totusi in multe cazuri sunt folosite sistemele de referinta
neinertiale.

2.4 Interactiile fundamentale

Cele cinci principii ale Dinamicii, impreuna cu principiul carac-
terului absolut al masurii timpului alcatuiesc sistemul de principii
fizice fundamentale, pornind de la care se dezvolta logic intreaga
Mecanica newtoniana. Principiile Mecanicii newtoniene sunt con-
forme cu realitatea pentru un domeniu foarte intins de migcari ale
corpurilor. Domeniile in care ele inceteaza sa fie valabile sunt:

e migcarile corpurilor cu viteze apropiate de viteza luminii, care
sunt descrise corect pe baza principiilor Teoriei relativitatii

e migcarile particulelor la scara atomica si nucleara a caror de-
scriere este guvernata de principiile Mecanicii cuantice

In afard de informatia fizica generala continuta in principii, in
Mecanica newtoniana se mai introduce informatia fizica sub forma
legilor de forta ale interactiilor care apar in diferite probleme con-
crete. Fortele din Mecanica corespund unor interactii fizice com-
plexe, dar oricat de complexe ar fi exista o anumita suprapunere
de interactiuni fundamentale.

In prezent, se cunosc patru clase de interactiuni fundamentale pe
care le vom enumera in ordinea intensitatii crescande.

Interactiunile gravitationale sunt cele mai slabe, dar cele mai
generale: orice pereche de corpuri care au mase interactioneaza
gravitational. Legea de forta a acestei interactiuni a fost de-
dusa de Newton (1687). Forta gravitationala dintre doua par-
ticule este atractiva, proportionala cu produsul maselor si invers
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proportionala cu patratul distantei dintre particule:

mimeso T'12

Fopgy = =T (2.43)

12 Ti2
cunoscuta sub numele de legea gravitatiei universale. I' este
constanta gravitationala universala si a fost determinata ex-

perimental, cu precizie, de catre Cavendish (1798):
' =6.67 107" Nm2kg—2.

Observatii:

e miscarea corpurilor ceresti este determinata in principal de in-
teractiunea lor gravitationala si deci este guvernata de legea gra-
vitationald universala (2.43)

e la scara terestra, prezinta importanta atractia gravitationala
a Pamantului asupra oricarui alt corp; forta corespunzatoare, in
vecinatatea suprafetei terestre se numeste greutatea corpurilor;
interactiunea gravitatinala a corpurilor la suprafata Pamantului
este complet neglijabila fata de celelalte interactiuni ale lor.

Interactiunile electromagnetice sunt mult mai puternice de-
cat cele gravitationale , dar se manifesta numai intre particulele
care poseda sarcina electrica. Legea de forta a interactiunii
electromagnetice dintre doua corpuri incarcate nemiscate a fost
stabilita de Coulomb (1785). Forta coulombiana dintre doua
particule incarcate este proportionala cu produsul sarcinilor ¢; si
q2 ale particulelor, invers proportionala cu patratul distantei din-
tre ele si este atractiva sau repulsiva, dupa cum sarcinile au semne
contrare sau au acelagi semn:

d1g92 12
2
T2 T12

F;C'oulomb =k (244)
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Factorul de proportionalitate k este pozitiv, iar valoarea lui rezulta
din alegerea unitatilor de masura:

=8.99 10 Nm?*C 2 (2.45)

O particula cu sarcina ¢ aflata in miscare cu viteza v intr-un camp
electromagnetic extern, este supusa fortei Lorentz:

F=q(E+7x B) (2.46)

unde E este intensitatea campului electric iar B este inductia
campului magnetic la un moment dat si in punctul in care se
gaseste particula in acel moment.

Observatie: majoritatea fenomenelor din natura sunt datorate
interactiunilor electromagnetice; astfel, structura stabila a atomi-
lor i moleculelor, coeziunea corpurilor, frecarile, reactiile chimice,
procese biologice constituie exemple ale suprapunerii tot mai com-
plexe a interactiilor electromagnetice.

Teoria sistematica a interactiunilor electromagnetice si a efectelor
lor macroscopice este studiata de Electrodinamica clasica, iar
studiul aprofundat al interactiunilor electromagnetice pure dintre
particulele elementare formeaza obiectul Electrodinamicii cuan-
tice.

Interactiunile slabe si tari se manifesta numai la scara nu-
clears, la distante cel mult de ordinul 107! m. Interactiunile
slabe sunt cele care produc reactii de tipul emisiei 4 a unor nuclee
radioactive; aceste interactii au o intensitate de 10° ori mai mica
decat aceea a celor electromagnetice. Interactiunile tari leaga
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strans protonii si neutronii in nucleele atomice, asigurand sta-
bilitatea nucleelor. Interactiunile tari sunt de circa 10% ori mai
intense decat cele electromagnetice.

2.5 Teoremele generale ale Mecanicii
pentru un punct material

Teoremele generale ale Mecanicii sunt consecintele principiilor Di-
namicii, care inlesnesc abordarea problemei miscarii unei particule
sau sistem de particule. Vom considera in continuare un punct
material de masa m si solicitat de forta ﬁ(f', 7, t), data intr-un
sistem de referinta inertial S.

2.5.1 Teorema impulsului

Se numeste impuls al unei particule, produsul dintre masa m si
viteza U = 7 a particulei. Impulsul se noteaza cu p'iar unitatea de
masura in sistemul international de unitati este [p]ls; = kg m/s
sau NNV - s:

p=mv (2.47)

Daca vom deriva in raport cu timpul relatia de definitie (2.47)
vom obtine:

dp dv .
e m==mr=F 2.4
o mdt mr (2.48)

Aceasta formula ne arata ca derivata in raport cu timpul a im-

pulsului este egala cu forta totala exercitata asupra particulei si
reprezinta teorema impulsului pentru un punct material. Acest
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rezultat nu este decat o definitie alternativa a fortei, care foloseste
notiunea de impuls, cele doua definitii:

F=md
(2.49)

F=—

dt

fiind echivalente atunci cand masa este constanta.

O consecinta imediata a formulei (2.48) se refera la cazul cand
forta totala care actioneaza asupra particulei este nula; atunci si
numai atunci, impulsul total al particulei se conserva in timp:

F

0 pit) = lts) (2.50)

Aceasta concluzie este numita legea de conservare a impulsu-
lui. Din punct de vedere matematic, componentele constante p,.,
Dy §i p. ale impulsului particulei libere sunt integrale prime ale
ecuatiei de migcare (2.31), adica integrale prime ale sistemului de
ecuatii diferentiale (2.38).

2.5.2 Teorema momentului cinetic

Momentul impulsului sau momentul cinetic (orbital) al
unei particule este definit ca produsul vectorial dintre vectorul de
pozitie 7 si impulsul p al particulei:

I=7Fxp  [sr=J-s (2.51)
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Vom calcula in continuare derivata in raport cu timpul a momen-
tului cinetic folosindu-ne si de formula (2.48):

d’ d L S e s o
i E(Fx@:FxﬁJrFxﬁ:FxF—kmFxF:M
dl y

= =M (2.52)

unde M = 7 x F reprezinti momentul fortei. Relatia (2.52)
exprima teorema momentului cinetic: derivata in raport cu
timpul a momentului cinetic al unei particule este egala cu mo-
mentul fortei exercitate asupra particulei.

O consecinta a teoremei momentului cinetic se refera la cazul
cand momentul fortei totale care actioneaza asupra particulei este
nul; atunci gi numai atunci, momentul cinetic al particulei se con-
serva in timp:

M=0+«I(t)=It,) (2.53)
Acest rezultat se numesgte teorema de conservare a momen-
tului cinetic. Componentele constante [, [, si [, ale momentului
cinetic sunt integrale prime ele ecuatiei de migcare (2.31) si sunt
complet determinate de starea mecanica a particulei la momentul
t,.

Observatie: momentul fortei totale ce actioneaza asupra unei
particule poate fi nul in urmatoarele cazuri:

e F=0—M=0— = const.

¥ +£ 0; acest lucru se intampla atunci cand forta este o fortd
centrala, adica directia fortei ce actioneaza asupra particulei
trece printr-un punct fix dat numit centru de forta ( Fig. 2).
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Fig. 2

Expresia unei forte centrale este:
— o 77‘
F = f(rt)- (2.54)
r

deci are directia vectorului de pozitie. Momentul acestei forte
centrale va fi:
M =7xF=%x f(Ft)
—)

I'= const. (2.55)

2.5.3 Teorema energiei cinetice

Energia cinetica este o marime scalara nenegativa definita prin
semiprodusul dintre masa gi patratul vitezei particulei:
1 1
Eupn = —mv? = —miv (2.56)
2 2
Fie o portiune din traiectoria unei particule cuprinsa intre punctele
Aj s As (Fig.3) in care particula se gaseste la momentele ¢, si re-
spectiv to. In intervalul de timp elementar dt, particula parcurge
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Fig.3

arcul AA" avand vectorul deplasare:
AN = dF = vdt (2.57)

Fie F (7, 9,t) forta ce actioneaza asupra particulei in punctul A.
Produsul scalar:

dL = F - dF = F,dx + F,dy + F.dz = F|r|cosf (2.58)

se numeste lucrul mecanic elementar al fortei F corespunzator
deplasarii elementare dr” a particulei. Unghiul 8 este unghiul din-
tre forta si directia deplasarii. Semnificatia liniutei transversale
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de pe litera d in ecuatia (2.58) este ca expresia diferentiala d_L
nu este in general diferentiala totala a vreunei functii de pozitia
particulei.

Observatii:

e daca forta este perpendiculara pe directia deplasarii (ﬁ L dr)
atunci lucrul mecanic elementar este nul

e daca forta nu este perpendiculara pe directia deplasarii, atunci
lucrul mecanic elementar poate fi pozitiv si se numeste lucrul
mecanic primit de particula sau lucrul mecanic motor, sau
poate fi negativ si atunci se numeste lucrul mecanic cedat de
particula sau lucrul mecanic rezistent

e lucrul mecanic efectuat de forta F in unitatea de timp este numit
puterea fortei F care se exercit asupra particulei, la momentul
t:

dL -,
— =P=F.¢ 2.
o U (2.59)

Puterea poate fi pozitiva (putere primita), negativa (putere
cedata) sau nula.

Lucrul mecanic total corespunzator deplasarii particulei in inter-
valul de timp [¢, f5] se numegte lucrul mecanic integral si este
definit prin relatia:

Ao
Lt ta] = / F(F,5,¢) - dF (2.60)

Ay

Daca vom utiliza in continuare legea de miscare a particulei 7=
7(t) vom putea transforma integrala (2.60) intr-o integrala dupa
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timp (integrald Riemann):

Lity, t2] = / ® Fir). o). 5()dt (2.61)

Vom deriva in continuare energia cinetica a particulei in raport
cu timpul:

dt = di 277’LUU = 2m (%Y V| = Mvv = vr = dt
dE. dL
= — E.=dL 2.62
— o o = dFb, d ( 6 )

Relatia (2.62) arata ca derivata in raport cu timpul a energiei
cinetice a unei particule este egala cu puterea fortei exercitate
asupra particulei, sau variatia energiei cinetice a particulei intr-
un interval infinitezimal dt este egala cu lucrul mecanic elemen-
tar efectuat in acest interval de timp de forta exercitata asupra
particulei. Afirmatiile de mai sus sunt enunturi echivalente ale
teoremei energiei cinetice, in forma diferentiala. Forma
integrala a acestei teoreme se exprima prin relatia:

2
Ecin(t2> - Ecin(tl) = / F[F(t% 6<t)7 t]U(t)dt
t1
— Eczn(tg) - Eczn(tl) - L[tl,tg] (263)
Deci, variatia energiei cinetice a unei particule in intervalul de

timp [t1, t2] este egala cu lucrul integral al fortei exercitate asupra
particulei.
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2.5.4 Energia potentiala. Energia mecanica.
Teorema de conservare a energiei meca-
nice

Fie cazul particular cand forta ce actioneaza asupra particulei nu
depinde decat de pozitia particulei (nu si explicit de timp), deci
particula se migca sub actiunea unui cAmp de forte static:

F = F(7) = F(z,y,2) (2.64)

Vom considera de asemenea ca lucrul mecanic al acestei forte nu
depinde de drumul urmat de particula (campuri speciale de forte).
Din punct de vedere al Analizei matematice, conditia necesara si
suficienta ca integrala curbilinie a unei functii vectoriale F=F (7)
(lucrul mecanic) sa fie independenta de curba care unesgte doua
puncte date si sa depinda numai de aceste puncte, se poate ex-
prima prin urmatoarele doua afirmatii echivalente:

e exista o functie U = U(7), determinata pana la o constanta
aditiva, care satisface identic egalitatile:

ou
F,=—
ox
oU
F,=— 2.65
oU
F,=—
0z
Totodata este adevarata relatia:
Ay
/ Fdif = —[U () — U(R)] (2.66)
Aq
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unde integrala curbilinie se ia pe un drum arbitrar
o Functiile F,(x,y, 2), Fy(x,y, 2) i F,(x,y, z) verifica identitatile:

oF, OF, O0F, 0F, O0F, OF,

- : _ : _ 2.67

Ox oy ' Oy 0z ' 0z Ox (2:67)
Proprietatile (2.65) si (2.67) scrise sub forma vectoriala devin:

EF(F) = =VU(7) (2.68)

VxF{F) =0 (2.69)

Dacil functia vectorials F (), cu proprietatea (2.68) este un cAmp
de forte, atunci marimea U (z, y, z) se numeste energia potentiala
a particulei in punctul de coordonate z, y, z si este un camp scalar.

Dacit campul de forte F(7) derivi dintr-o energie potentiald U (7),
atunci lucrul mecanic elementar al fortei este diferentiala totala
a unei functii de coordonate:

dl. = Fdi = F,dx + F,dy + F.dz

ou oU oU
= —%—a—y—gf—fw(l}y,z)
—dL = —dU (2.70)

Deoarece particula se misca, energia ei potentiala depinde de timp
prin intermediul coordonatelor particulei. Prin impartirea iden-
titatii (2.70) la intervalul de timp dt, corespunzator deplasarii dr’,
se obtine expresia puterii fortei:

Fp=_—"— 2.71
U o (2.71)

Daca vom tine cont acum de expresia matematica a teoremei en-
ergiei cinetice, vom obtine urmatorul rezultat:

d
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d(Eein +U) =0 (2.73)
Suma dintre energia cinetica si energia potentiala a particulei:
E=F,;,+U (2.74)

se numeste energia mecanica a particulei. Relatiile (2.72) si
(2.73) reprezinta forma diferentiala a legii conservarii en-
ergiei mecanice, care se enunta astfel: in cursul miscarii unei
particule intr-un camp de forte static al carui lucru mecanic nu de-
pinde de drumul urmat, energia mecanica a particulei nu variza in
timp. Forma integrala a legii conservarii energiei se obtine
din relatia (2.66) si forma (2.63) a teoremei energiei cinetice:

Ecin(tQ) - Ecm(tl) = U(Fl) - U(Fg)
- (Ecm + U)tz = (Ec@n + U)t1 (275)

In consecinta, atunci cand o particula se misca intr-un camp de
forte static, derivat dintr-o energie potentiala se definete energia
mecanica a particulei cu proprietatea esentiala ca se conserva in
timp. Marimea conservata E este complet determinata de starea
initiala a particulei:

S
pul
~
~
<

(t)] = E(r,,70,) = %mag + U(7,) (2.76)

Observatii

e din punct de vedere matematic, energia este o integrala prima
a ecuatiei de migcare (2.31)

e se disting doua feluri de forte: forte pentru care se poate formula
legea conservarii energiei, numite forte conservative si forte care
nu au aceasta proprietate, numite forte neconservative
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2.6 Teoremele generale ale Mecanicii
pentru un sistem de puncte mate-
riale

Fie un sistem de N puncte materiale (N > 1) de mase m;(i =
1, N) fiecare. Presupunem cunoscute toate fortele, exterioare si
interioare, exercitate asupra particulelor din ansamblul consid-
erat.

Vom defini centrul de masa al sistemului de puncte materi-
ale, ca fiind punctul geometric caracterizat de vectorul de pozitie
(Fig. 4):

N
ﬁézz%:‘ (2.77)

N
unde M = )" m,; reprezinta masa totala a sistemului de puncte

=1
materiale.
Observatie: vectorul de pozitie R al centrului de masi este suma
ponderata a vectorilor de pozitie ai tuturor particulelor din sistem,
cu ponderi egale cu rapoartele dintre masele particulelor individ-
uale gi masa totala a sistemului, T}.
Vom defini viteza centrului de masa privit ca un punct fic-
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v

Fig. 4

tiv, ca fiind:

N .

. meﬂ:} 1 N

Pofi=F_ — Ly
M M;m

iar acceleratia centrului de masa:
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2.6.1 Teorema impulsului pentru un sistem de
puncte materiale

Prin definitie, impulsul P al sistemului de particule este egal
cu suma impulsurilor particulelor constituente:

P=>"p (2.80)

i=1

Vom nota in continuare prin ﬁm ca fiind forta totala exterioara
ce actioneaza asupra sistemului de particule si care este egala cu
suma fortelor exterioare ﬁem ce actioneaza asupra fiecarei par-
ticule, iar prin Fopy - forta totala interioara ce actioneaza asupra
sistemului de particule gi care este egala cu suma fortelor inte-
rioare F’m“ ce actioneaza asupra fiecarei particule (Fig. 5):

Fig. 5
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N
ﬁext = Z ﬁewt,i (281)
i=1

N
F:int = Z Ent,i (282)
i=1

Forta care actioneaza asupra fiecarei particule ¢ a sistemului va fi:
ﬁi’ = ﬁe:vt,i + Fzmt,i (283)

iar ecuatia de miscare va fi, conform principiului doi al Mecanicii:
mit; = Fy(Fy, Py oo NP1 Tae s t) (i=1,N)  (2.84)

Scrise pe componente, cele N ecuatii diferentiale vectoriale (2.84)
revin la un sistem de 3N ecuatii diferentiale de ordinul doi, pentru
componentele vectorilor de pozitie ai tuturor particulelor 7;, ca
functii de timp. Acestui sistem 1i asociem urmatoarele 6 /N conditii
initiale:

(2.85)

Sistemul de ecuatii diferentiale (2.84) si conditiile initiale (2.85)
alcatuiesc o problema Cauchy care ne ofera o solutie unica:

7=t i=1,N (2.86)

Aceasta solutie reprezinta legea de miscare a sistemului de
particule determinata de conditiile initiale (2.85). Ansamblul
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vectorilor de pozitie ai tuturor particulelor la un moment dat ¢
{71(t),75(t), ....T"n ()}, defineste configuratia sistemului in mo-
mentul respectiv. Numarul parametrilor care determina complet
configuratia unui sistem de particule se numeste numarul grade-
lor de libertate ale sistemului. In cazul sistemului analizat pana
acum, numarul gradelor de libertate este 3N. Ansamblul vecto-
rilor de pozitie i vitezelor tuturor particulelor la momentul ¢,
{71(t), 75(t), ..7N(t); 71, To..Fy } definegte starea mecanica a sis-
temului de puncte materiale la momentul ¢. Prin urmare,
conditiile initiale (2.85) fixeaza starea mecanica la momentul ¢, a
sistemului, iar legea de migcare (2.86) va reprezenta evolutia in
timp a configuratiei sistemului de particule.

In continuare vom deriva, in raport cu timpul, relatia (2.80):

P _ 5 L. X
% = P:;ﬁ; zZIE:ZFextz—i_ZFlntl
= ﬁext + Ent (287)

Dar, in virtutea principiului independentei actiunilor si a prin-
cipiului actiunii si reactiunii, rezultanta fortelor interioare este
intotdeauna nula, pentru un sistem de particule (fortele interioare
actioneaza asupra fiecarei perechi de particule si sunt egale si de
sens contrar). Ca urmare, relatia (2.87) devine:

& = R (2.88)
ceea ce exprima teorema impulsului pentru un sistem de
puncte materiale: derivata in raport cu timpul a impulsului
total al unui sistem de particule este egala cu rezultanta tuturor
fortelor exterioare exercitate asupra particulelor.
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O consecinta a acestei teoreme se refera la cazul in care rezul-
tanta fortelor exterioare este nula; atunci si numai atunci, impul-
sul total al sistemului de particule se conserva:

F.oy =0 P(t) = P(t,) (2.89)

Aceasta ultima relatie exprima legea de conservare a impulsu-
lui total. Din punct de vedere matematic, componentele P,, P,
si P, sunt integrale prime ale ecuatiilor diferentiale (2.84) si sunt
complet determinate de starea mecanica la momentul ¢,, (2.85) a
ansamblului de puncte materiale. In particular, impulsul total al
unui sistem de puncte materiale izolat este constant.

Din definitiile (2.80) si respectiv (2.78) rezulta:

N N .
P = Y ji=)Y mi;=MR
=1 =1
—~ MR = P (2.90)

Derivand in raport cu timpul relatia (2.90) si folosind teorema
impulsului (2.88), obtinem:

MR =F,, (2.91)

Relatiile (2.90) si (2.91) arata ca impulsul centrului de masa al
unui sistem de particule este impulsul total al sistemului, iar
forta asupra centrului de masa este rezultanta tuturor fortelor
exterioare exercitate asupra particulelor din sistem. Daca se pre-
supune cunoscuta forta exterioara ﬁext, atunci ecuatia (2.91) re-
prezinta ecuatia de miscare a centrului de masa si poate fi inte-
grata, specificandu-se starea mecanica la momentul initial ¢,:

R(t,) = R,
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(2.92)
é(to) = ‘70

2.6.2 Teorema momentului cinetic total pen-
tru un sistem de puncte materiale

Momentul cinetic total L al sistemului de particule este suma
momentelor cinetice individuale ale particulelor:

L= Z (2.93)

Vom defini momentul rezultant al fortelor exterioare:
N

ecct Z Mea:tz - Z FZ X ﬁext,i (294)

i=1
si momentul rezultant al for‘gelor interioare:

M, = Z Mzntz = Z r; X F:int,i (295)

=1

Derivam in raport cu tlmpul relatia (2.93):

5 N al
L = Z Z zx 7 Z zX extz+Entz)
=1 =1

= E Ty X ezt,i"’ E Ty X Ent,i

N N
=1 1=1

N
= Z exti T Z Mznt g = Meqt + Mlnt

— 5, = Mext + Mint (296)
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Formula (2.96) reprezinta teorema momentului cinetic: deri-
vata in raport cu timpul a momentului cinetic total al unui sistem
de puncte materiale este egala cu suma celor doua momente rezul-
tante, al fortelor exterioare ai al fortelor interioare.

O consecinta a acestei teoreme se refera la cazul in care suma
momentelor rezultante este nula; atunci si numai atunci, momen-
tul cinetic total se conserva:

— -

My + My =0 L(t) = L(t,) (2.97)

Observatie

Definim un sistem de particule ca fiind un sistem conservativ
atunci cand fortele de interactiune intre toate perechile de parti-
cule nu depind de vitezele relative ale acestora, adica au forma:

Tij

Fij(75) = fis(rig) (2.98)

Z?j

unde 7;; = 7; — 7; este vectorul pozitiei relative a particulelor i
si 7. Deci, pentru un sistem conservativ de particule este valabila
egalitatea:

— —

rij X Fj =0 (2.99)

Vom calcula acum momentul fortelor interioare pentru un sistem
conservativ de particule:

N N N
My = E Mmt,z’ = E Ty X Fint,i = E Ty X E Fi,j
i i i j.j#i
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,J 1,7
= Y (-7 xF; =) fyxF;=0
1,7 2,7
My, = 0 (2.100)

Astfel, pentru un sistem conservativ de particule, mometul rezul-
tant al fortelor interioare este intotdeauna nul. Ca urmare, legea
momentului cinetic pentru un sistem conservativ este:
dL _
E - ext
iar legea de conservare a momentului cinetic total va avea forma:

My =0« L(t) = L(t,) (2.102)

(2.101)

Componentele constante L, L, si L, ale momentului cinetic total
sunt integrale prime ale sistemului de ecuatii de migcare (2.84)
si sunt complet determinate de starea mecanica la mometul ¢,

(2.85).

2.6.3 Teorema energiei cinetice pentru un sis-
tem de puncte materiale. Conservarea
energiei mecanice

Energia cinetica totala pentru un sistem de puncte materiale

este definta ca suma energiilor cinetice individuale ale tuturor

particulelor:
N

N
Eein = Z Eeini = %Zmﬂ_’;Q (2.103)
i=1

=1
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Lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare este egal
cu suma lucrurilor mecanice elementare ale tuturor fortelor exte-
rioare:

N
dLext = Z ﬁezt,i ' d'F; (2104)
i=1

iar lucrul mecanic elementar al fortelor interioare este egal
cu suma lucrurilor mecanice elementare ale tuturor fortelor inte-
rioare:

N
dLiny =Y FippidF (2.105)
=1

Diferentiala energiei cinetice totale, plecand de la definitia (2.103),
va fi:

N N N
dEcin = Z dEcin,i - Z F:zd"?z = Z(ﬁemt,i + F_:mt,zd"?z
=1 =1 =1

N N
= Z F_:ext,idf; + Z F:int,idﬁ = dLext + sznt
=1 =1

— dEc’Ln = dLext + sznt (2106)

ceea ce reprezinta teorema energiei cinetice pentru un sistem
de particule, sub forma diferentiala adica, variatia energiei ci-
netice totale a unui sistem de particule intr-un interval de timp
infinitezimal dt este egala cu suma lucrurilor mecanice elementare
efectuate de fortele exterioare si de fortele interioare. Daca se inte-
greaza expresia (2.106) se va obtine forma integrala a teoremei
energiei cinetice:

Ecin<t2) — Ecm<t1) = Le:vt[th t2] + Lint[tla t2] (2107)
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unde L[y, ta] si respectiv L, [t1, ta] reprezinta lucrul mecanic
integral al fortelor exterioare, respectiv interioare.

Vom considera in continuare un sistem de particule conservativ.
Tinand cont de expresia (2.98) a fortelor interioare, atunci lucrul
mecanic elementar al fortelor interioare:

N
i=1 i
unde
Uint = Z Usj(7:5) (2.109)
,J

reprezinta energia potentiala a fortelor interioare. Astfel,
lucrul mecanic elementar al fortelor interioare va fi:

iar lucrul mecanic integral al fortelor interioare nu depinde decat
de configuratiile initiala si finala ale sistemului:

Lmt[tl,tg] = —[Umt(tg) — Umt<t1)] (2111)

Daca vom inlocui acest rezultat in expresia matematica a teoremei
energiei cinetice (2.106) vom obtine:

d(Ecm + Umt) - dLext (2112)

Suma dintre energia cinetica totala gi energia potentiala a fortelor
interioare se numeste energia mecanica interna a sistemului
conservativ:
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In orice interval de timp in care lucrul mecanic al fortelor exte-
rioare este identic nul si numai atunci, energia interna a sistemului
se conserva in timp:

Lemt[tlu tg} =0« Eint(to) = Emt(tl) (2114)

ceea ce reprezinta teorema de conservare a energiei mecanice
interne.

Analog, daca se analizeaza cazul In care asupra sistemului conser-
vativ actioneaza numai forte exterioare conservative:

ﬁeiﬂt,i(f;) = _ﬁUezt,i(f‘;‘) (2115)
atunci suma:
N
Uezt(Fl’ FQ? FN) = Z Uext,i(Fi) (2116)
i=1

reprezinta energia potentiala a fortelor exterioare. Lucrul
mecanic elementar al fortelor exterioare conservative este egal
cu diferentiala totala a energiei potentiale a fortelor exterioare

_dUecct:
dLext - _dUe:Bt (2117)

Deci, lucrul mecanic integral al fortelor exterioare in intervalul
de timp [t1, t5] depinde doar de configuratiile initiala si finala ale
sistemului conservativ:

Legi[th, to] = —[Ueat(t2) — Uezi(t1)] (2.118)

Pornind de la expresia (2.117), si daca vom tine cont si de teorema
energiei mecanice interne (2.112) atunci vom obtine identitatea:

d(Ecm + Umt + Ueggt) = 0 (2119)
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Vom defini energia potentiala totala a sistemului suma din-
tre energia potentiala a fortelor exterioare si energia potentiala a
fortelor interioare:

U= Uint -+ Uemt (2120)

iar suma dintre energia potentiala totala si energia cinetica totala
se numeste energia mecanica totala a sistemului de puncte
materiale:

E= Ecin +U = Ecin + Uint + ert - Emt + Uext (2121)

Relatia (2.119) exprima sub forma diferentiala legea de conser-
vare a energiei totale pentru un sistem de particule conservativ,
aflat Intr-un camp de forte exterioare conservative, adica:

E(t) = E(t,) (2.122)

Energia totala este o integrala prima a sistemului ecuatiilor de
miscare (2.84) si este complet determinatd de starea mecanica
initiala, la momentul ,.

2.6.4 Teoremele lui Konig

Sa analizam in continuare cum se descompune miscarea unui sis-
tem de particule fata de doua sisteme de referinta S si S’. Fie un
sistem de referinta S’ cu originea plasata in centrul de masa C' al
unui ansamblu de particule si avand o miscare de translatie fata
de sistemul de referinta inertial S (Fig.6).

Miscarea ansamblului de particule in sistemul S’ se numeste migcare
absoluta, iar in sistemul S’ se numeste miscare relativa fata
de centrul de masa. Pentru un punct material P (Fig.6) al
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sistemului de particule sunt adevarate relatiile:

7 =R+7 (2.123)
G =V +7 (2.124)

Deoarece centrul de masa al sistemului de particule are fata de
sistemul de referinta S’ vectorul de pozitie R' = 0, din relatiile
(2.77) si (2.78) rezulta:

0 (2.125)

0 (2.126)

N

S mit =
=1

N
> =
=1
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Vom defini momentul cinetic total L’ si energia cinetica to-
tala £’ ale sistemului de particule in miscarea relativa fata de

centrul de masa prin relatiile:

N

L' = > m(if x @) (2.127)
=1
1 N

Eyn = 527712-1/2 (2.128)
=1

Ne intereseaza in continuare care este relatia dintre momentul
cinetic total L, In miscarea absoluta si momentul cinetic total L/,
im miscarea relativa fata de centrul de masa:

L = Zmi(ﬁ X U;) = Z{(mxﬁ%) x (V+ )]
= O _m)BxV)+ (Z mi(i}) x V+ R x (> myif))

=

—L = M@ExV)+L (2.129)

Relatia (2.129) reprezinta teorema lui K6nig pentru momen-
tul cinetic: momentul cinetic total al unui sistem de puncte ma-
teriale este egal cu suma dintre momentul cinetic al centrului de
masa, in care se presupune concentrata masa totala a sistemului,
si momentul cinetic in miscarea relativa fata de centrul de masa.

Sa vedem 1n continuare care sunt relatiile dintre energiile cinetice
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totale E.;,, In migcarea absoluta si E’, | in migcarea relativa fata

cin)
de centrul de masa:

N L N
Ecin = Z Ecin,i = 5 Zmzvf
i=1 =1
L N
= 3 > mi(V 4+ 1) =MV + El,
i=1

1

— Egn = §MV2 + Bl (2.130)

Relatia (2.130) reprezinta teorema lui Konig pentru energia
cinetica: energia cinetica totala a unui sistem de puncte materi-
ale este egala cu suma dintre energia cinetica a centrului de masa,
presupus a avea masa egala cu masa totala a sistemului, si energia
cinetica totala in miscarea relativa fata de centrul de masa.

Observatie: teoremele momentului cinetic si energiei cinetice ,
valabile intr-un sistem de referinta inertial S, isi pastreaza forma
in sistemul de referinta S’, care in general este neinertial.

2.7 Probleme

2.1 Vectorul de pozitie al unui punct material este dat de legea
de miscare:

7= 5(cos 3t)i + 4(sin 3t)j
unde (r) este masurat in metri iar timpul ¢ in secunde. Determi-
nafi:

a). viteza si acceleratia particulei la momentul ¢ = 10sde la
inceperea migcarii
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b). traiectoria pe care se migca punctul material
Rezolvare:

a. Legea vitezei punctului material se determina din relatia de
definitie:

di  d - -
7 = d_z = (5cos3ti + 4sin315)

Marimea vectorului viteza este:

7] = +/(15sin3t)2 + (12 cos 3t)2
= 3/ (—9cos? 3t + 25)

La momentul ¢ = 10s viteza este:

v(1) = 31/(=9cos?2 30 + 25) = 14.936m/s

Pentru acceleratie se procedeaza in mod similar:

v d - =
i = d_: _ E(—15sin$t¢+12(:os?ﬂ¢j)

= —45(cos3t) i— 36 (sin 3t) j

Marimea vectorului acceleratie este:

@ = +/(—45cos3t)? 4 (—36sin 3t)2
= 9y/(9cos?3t + 16)
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La momentul ¢t = 10s acceleratia este:

a(1) = 94/(9 cos? 30 + 25) = 45.192m,/s*>

b. Ecuatia traiectoriei de gaseste prin eliminarea timpului din
ecuatiile cinematice ale miscarii:

r = bcosdt
= 4sin 3t

Folosind relatia fundamentala din trigonometrie:
sin? 3t + cos? 3t = 1

se obtine:
2 2
Yy x
CANNTENaE— |
4 * 25

Aceasta reprezinta ecuatia unei elipse cu semiaxele de 2m si re-
spectiv dm.

2.2 Un punct material se deplaseaza cu viteza constanta v pe
o elice definita de ecuatiile parametrice:

r = bcos2t
= Hsin2t
z = vt

unde distantele (z,y,z) sunt masurate in metri iar timpul ¢ in
secunde. Determinati acceleratia particulei in functie de timp.

Rezolvare:
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Conform definitiei, acceleratia este:
=i+ ]+ ik

unde:

" di d :

i = —= a(—l() sin 2t) = —20 cos 2t
y dy d :
b= 5= %(10 cos 2t) = —20sin 2¢

N dz d

e @ aw !

Vectorul acceleratie este:
@ = —20cos2ti — 20sin 2t

iar marimea acceleratiei depinde de timp dupa legea:

|@| = v/(—20cos 2t)2 4 (—20sin 2t)2 = 20m /s>

2.3 Se stie ca viteza unui punct material variaza in timp dupa
legea:

7(t) = 1.5t% + 1.8t] + t*k(m/s)
Sa se determine:

a). deplasarea punctului material intre momentele de timp ¢; =
1ssgity = 3s

b). marimea si orientarea acceleratiei (cosinusii directori ai unghi-
urilor «, 3,y dintre vectorul acceleratie gi axele de coordonate) la
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momentul de timp t5 = 3s
Rezolvare:

a. Variatia vectorului de pozitie in intervalul de timp considerat:
At =ty — 14
este:
AT =7(ty) —7(ty) =7 — 7

Din definitia vitezei se observa ca:

dr = wvdt
1 t1
/ dF = / adt
72 to

3
- = /(1.5t25+ 1.8t] + k) dt
1
= 13.0{+ 7.2] + 20.0k

Marimea acestei deplasari este:

|AF] = V13.02 + 7.22 + 20.02 = 24.917Tm

b. Vectorul acceleratie este:

i = — =—(1.5t%+1.8t) +t3k =
a o dt< 1+ 7+
= 3.0t + 1.8) + 3t%k
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lar marimea:

at = 2)= \/(3.0 x 2)2 + (1.8)2 + (3.0 x 4)°

= 13.537m/s
a, 3.0x2
- Lo — 0. 4432
cosa o 13.537
Qy 1.8
= v —0.1329
cos 3 o 13.537
a, 3.0x4
_ % _ — 0. 8864
cosy o 13.537

Evident ca trebuie sa se verifice relatia:

cos? o + cos? B+ cos?’y = 1
0.4432% +0.1329% 4+ 0.8864> = 0(.9998

2.4 Sa se deduca ecuatia de miscare a unui corp de masa m sub
actiunea unei forte constante:

F(z,%,t) = Fy = const.
Rezolvare

Folosind definitia acceleratiei si principiul fundamental al meca-
nicii, se gaseste prin integrare:

(1) = /se(t)dx _ %/tm _ %Hm)
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Constanta de integrare este valoarea vitezei la momentul initial.
Se observa ca viteza creste liniar cu timpul.

Integrand din nou, avand in vedere definitia vitezei, obtinem
ecuatia de miscare:

t

z(t) = /x‘(t)dt = 2%# + 2(0)t + x(0)

Trebuie facuta observatia ca alegerea momentului de timp ¢y = 0
este arbitrara. Ecuatia miscarii este valabila la orice alt moment
de timp considerat initial, tg, sub forma:

z(t —ty) = 2% (t — to)” + @(to) (t — to) + x(to)

Expresia obtinuta reprezinta ecuatia unei parabole.

2.5 Un corp de masa m se afla initial in repaus si asupra lui se
aplica o forta:
F = Fpe ™

unde A > 0, Fy— constante. Determinati legea de miscare si legea
vitezei.

Rezolvare:

Deoarece miscarea se presupune unidimensionala:

dv
-~ _F —At
mdt o€
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Dupa separarea variabilelor se poate integra:

v t

F
/ dv =2 [ e Mat
m
0 0
Se obtine:

v(t) =+~ (1—e™)

Legea spatiului o obtinem prin integrarea legii vitezei:

x t
d
vo= —wé/dx:/vdt
dt
0 0
¢

z(t) = /(1 —e M) dt

2.6 Sa se studieze miscarea unidimensionala a unui corp de masa
m sub actiunea unei forte de tipul F' = —kv.

Rezolvare:

Inlocuind expresia fortei in ecuatia diferentiala a miscarii:

dv

==k
mdt v



Dupa separarea variabilelor:
dt = ———
k v
si integrare, rezulta:
v(t)
b m / dv
0Tk v

v(to)
In urma efectuarii integralei si dupa rearanjarea termenilor se
obtine:
k

p (t —tp) =Invy —Inv

Considerand ca tog = 0, i ca v(tg) = vo dupa aplicarea functiei
inverse logaritmului, se obtine expresia legii vitezei:

unde

Semnificatia coeficientului 7 este acum evidenta. Pentru ca relatia
vitezei sa fie corecta dimensional trebuie ca exponentul sa fie adi-
mensional. Prin urmare

] =7

si reprezinta un timp, numit timp de relaxare. Se observa ca:
Vo

t=7T=>v=—
e
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Timpul de relaxare se defineste ca timpul dupa care viteza
scade de e ori.

Analizand graficul vitezei dat in Fig. 2.6.1 putem face unele
observatii legate de cazurile limita.

T 12 T3 t

Fig. 2.6.1: Dependenta de timp a vitezei, v = UQe*%t7
pentru trei valori diferite ale coeficientului de frecare:
kl > ]{?2 > ]{73

Se observa ca pe masura ce scade valoarea lui k, scaderea expo-
nentiala a vitezei se face pe un drum mai lent, timpii de relaxare
corespunzatori scazand.
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Pentru a gasi legea migcarii, integram din nou legea vitezei:

t

x(t) = xo + /vge:dt

0

unde x( este pozitia corespunzatoare momentului initial ¢ = 0.
Efectuand integrala se obtine in final legea miscarii, sub forma:

x(t) = xo + voT (1 - e_£>

O analiza simpla a acestei relatii arata ca, oricat de lung ar fi
timpul avut la dispozitie de corp, el nu se misca la infinit ci doar
pe o distanta finita.

Din Fig. 2.6.2 se observa ca pe masura ce scade valoarea lui &,
distanta parcursi de corp creste. Oricat de mult ar creste insd
timpul de miscare, distanta parcursa nu poate depasi o anumita
limita. Sa analizam cazurile limita ale migcarii.

e Pentru un interval de timp scurt, imediat dupa inceperea miscarii,
% — 0. Folosim dezvoltarea in serie Taylor:
e =1+z+22/2+2/3+ ...

Acest lucru ne permite sa scriem legea vitezei ca:

k
vo= vo(l——t+...):vo—ﬂt:
m m

= Uo+—0t:UQ+a0t
m
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Fig. 2.6.2: Reprezentarea spatiului parcurs pentru
diferite valori ale coeficientului de frecare, pentru cazul

ZL‘():O
unde:
FO
ay = —
m
F() = —k’vo

corespund acceleratiei si respectiv fortei la momentul ¢ = 0.
Folosind aceeasi aproximare si pentru spa tiul parcurs, se obtine:

Vom k 1k,
t) = — |1 =14+ —t—=—t"... |
z(t) ot k ( +m 2m?

104



1U0]€ 2 1 2
~ {L‘()—I—’Uot———t :fEQ—I—Uot—l——aot
2m 2

Se observa ca s-au regasit ecuatiile miscarii sub actiunea unei forte
constante.

e Analizam ce se intampla dupa un interval de timp suficient
de lung, adica atunci cand ¢ — oo. Deoarece:

lime ?*=0
Z— 00
viteza limita devine:
v—0
iar spatiul limita:
VoM
T @t

2.7 Sa se studieze miscarea unidimensionala a unui corp de masa
m sub actiunea unei forte de tipul F' = —kv?.

Rezolvare:

Inlocuim expresia fortei in ecuatia diferentiala a miscarii:

dv _
" T

Dupa separarea variabilelor:

—kv?
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m dv

dt = ———
k v?
gasim:
b m [ dv
0T g v?

V0

ceea ce conduce, dupa integrare si considerarea lui tg = 0, la
expresia vitezei:

Vo
1+ kg

v(t) =

Aflam legea spatiului printr-o noua integrare.

dr —
/ v /1+’“’0t

Integrala din membrul al doilea se rezolva usor daca se face sub-
stitutia: u =1+ %t. Se obtine:

k?)o

x:xo+%ln(—t+1)

2.8 Sa se studieze miscarea unidimensionala a unui corp de masa
m legat de un resort cu constanta elastica k, in absenta frecarii.
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-

&'y

Fig. 2.8.1

Rezolvare:

Inlocuim expresia fortei in ecuatia diferentiala a miscarii:

dv
m— = —kx

dt
Vom studia aceasta migcare folosind legea conservarii energiei.
Trebuie sa aflam asadar care este valoarea energiei cinetice si a
celei potentiale.

Conform definitiei, valoarea energiei potentiale a fortei elastice
corespunzatoare unei deformari oarecare x a resortului luand ca
referinta valoarea zero pentru energia potential in pozitia nede-
formata a resortului, este:
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f 1
E,(z) = /k:xdx = §kx2
0

In punctul x = 0 energia potentiala este nula, de aceea energia
totala este in intregime energie cinetica.

E(x=0) =E.

Sa consideram valoarea energiei cinetice de forma:
1
Ec = 51{?142

A este distanta maxima pana la care poate ajunge punctul mate-
rial gi se numeste amplitudine.

Scriem conservarea energie intre momentul in care corpul trece
prin pozitia nedeformata si un moment oarecare:

1 2 k
Lo b Sk = SpAZ? = 2P g2 2
M QR = g A=)
dx 2k
O 2N A2 g2
dt m2( JE)

Dupa separarea variabilelor se obtine:

] dx B
w \ 25 A7 a7

arcsinz/A

t—t, =

B / Acos8db B
\/%/P [1 — sin? 9}

arcsin zo/A
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arcsin z/A
B / Acosfdt
N wAcosf
arcsinzo/A
1 . :
= — (arcsinz/A — arcsinzy/A)
wo
S-a facut schimbarea de variabila z = Asinf si s-a notat % = w?
Considerand ca ty = 0 si afland pe z in functie de ¢ rezulta:

. Xy . X
wpt + arcsin — = arcsin —

A A
adica:
. .o
x = Asin(wgt + arcsin —)
A
Marimea wg se numeste frecventa unghiulara sau pulsatia
proprie a oscilatiilor iar ¢y = arcsin % faza initiala a migcarii.
Dupa cum este definita, frecventa unghiulara este o marime con-
stanta, caracteristica corpului gi nu depinde de conditiile initiale.

In Fig. 2.8.2 este reprezentarea grafica a unei miscari oscilatorii
cu vizualizarea principalelor marimi caracteristice.

2.9 O bila legata de un punct fix printr-un fir se roteste uniform
pe un plan orizontal neted fara frecari cu turatia n;. De cate ori
se modifica turatia bilei daca firul se scurteaza la jumatate?

Rezolvare:

Pentru un sistem izolat, momentul cinetic se conserva. Ca ur-
mare:

Elzl_jz
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Fig.2.8.2 - Reprezentarea grafica a unei miscari
oscilatorii
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Conform definitjiei:
L=7xmu

Deoarece migcarea bilei se produce in permanenta in acelasi sens,
nici directia gi nici modulul vectorului nu se modifica (determinate
prin regula burghiului). Ca urmare, conservarea implica egali-
tatea marimilor momentului unghiular pentru cele doua situatii.

rimuvy = T9oMMUy =
U1 T2
V2 (A

Vitezele vy si vy sunt viteze liniare in miscarile circulare de raze
corespunzatoare iy §i 7.

v = w1r1:27rn1r1
Vg = Waly = 2TNaTy
Ca urmare:
v mr
vy mare
Rezulta:
T2
T nary
ng rp
o 13

Inlocuind valorile numerice, se obtine:



2.10 Demonstrati ca urmatoarea forta este conservativa si gasiti
energia potentiala corespunzatoare:

F = azi+ byj + czk
a, b, c— constante.

Rezolvare:

Pentru a demonstra ca forta este conservativa, verificam conditia
integrala:

rotF =0
ik

a & a8 | _
oz oy oz | =V
F, F, F,

Intr-adevar:

ik

a 8 8 |_
oz oy 9 | =V
ar by cz

Ca urmare, forta este conservativa si poate fi definita energia
potentiala:

ES11
I

-VU
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De aici rezulta diferenta de energie potentiala dintre doua puncte
oarecare:

U—Uoz—/ﬁ-df

In coordonate carteziene acest lucru Inseamna:

U-—Uy = — / (Fydx + F,dy + F.dz)

= —/Fmdx—/Fydy—/dez
= —/a:pdx—/bydy—/czdz

1
= —§(ax2 + by? + cz?)

2.11 Sa se gaseasca pentru urmatorul sistem de puncte materiale:

my = 1kg, ™ = 20% + 3t] + 4k(m)

my = 3kg, 7 = (1+2)i+ (24 5t)j(m)

ms = bkg, 75 = (14 2t%)7 + 4t%k(m)
la momentele de timp ¢t = Os gi t = 10s: (a) pozitia centrului de
masa; (b) viteza centrului de masa; (¢) impulsul sistemului; (d)
energia cinetica.

Rezolvare:
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a. Vectorul de pozitie al centrului de masa este:

- MyT1 + Maly + MsTs
Roy =
my + mg + ms

Dupa inlocuirea valorilor date in ipoteza problemei, rezulta:

. 227 + 3t] + 4k + 3[(1 + £2)i + (2 + 5t)7]
Rey =
1+3+5
_+ﬂu—+%%i+4ﬁa
1+3+5
1, ., = 1 . 4 -
= (15t + 8)i + (18t + 6)] + 5 (1 + 5t°)k

Valorile vectorului de pozitie la momentele de timp t; = Ossi
ty = 10s sunt:
. 8. 2. 4-
B -
Ren(0) 92+3j+9
- 1508- 62— 668 -

b. Derivam expresia vectorului de pozitie si obtinem viteza cen-
trului de masa:

= dl —’1 —»4 —.
= —[=(15¢* 4+ — (18t 4+ —(1 + 5¢2
Veu ﬁb(5+ﬁﬁ+9(8+6n+9(+5)]
10 - - 40 -
= —ti+2]+ —tk
3Z+j+9

Valorile vectorului viteza la momentele de timp ¢; = Ossi ty = 10s
sunt:
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VCM(O) == 2]
—~ 100- - 400~
Veu(10) = —i+2j+—k

c. Impulsul sistemului este:

P = (m1+m2—|—m3)\70M
= 30ti + 18] + 44tk
P(0) = 185
P(10) = 300t + 18] + 440k

d. Energia cinetica:

Eczn(t) - Ecin,l(t) + Ecin,?(t) + Ecz'n,3<t)

1 1 1
= 57714?]%(75) + 577121)%(15) + img’l)g(t)

Vectorii viteza pentru cele trei corpuri sunt:

d oo e
7 = %(2t2i+3tj+4k):4ti+3j

d - — — —
5 = %[(1+t2)z’+(2+5t)j]:2ti+5j
- d 2\ 27 - g
7 = a[(1+2t)z+4tk}:4tz+8tk

iar marimile corespunzatoare:
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vi(t) = 1/ (4t)* + 3% 0,(0) = 3m/s; v1(10) = 40. 11m//s
0)

U1
va(t) = 1/ (20)* + 52 05(0) = Bm/s; v2(10) = 20.62m/s

vs(t) = 1/ (48)* + (8t)2;v3(0) = Om/s; v3(10) = 89. 44m,/s

Dupa evaluarile numerice se obtine:

Eun(0) = 42.0J
Eun(10) = 21.44kJ
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Capitolul 3

Mecanica analitica

3.1 Marimi caracteristice

In Mecanica newtoniand se studiazi miscarea corpurilor macro-
scopice care se deplaseaza cu viteze mici in comparatie cu viteza
luminii, printr-o abordare locala . Ecuatia de baza cu ajutorul
careia se poate determina starea mecanica a unui corp este ecuatia
Newton, data de principiul doi al Mecanicii:

mi = F(F, 7 t) (3.1)

Daca se cunosc fortele care actioneaza asupra corpului (sistemu-
lui) precum gi starea mecanica initiala (7, ,), atunci se poate
determina, la orice moment ¢ starea mecanica a corpului (7, ¥/).

Mecanica analitica a fost dezvoltata de catre Lagrange, Eu-
ler si Hamilton in scopul rezolvarii unor probleme mai compli-
cate de mecanica. Studiul migcarii unui sistem fizic, in Mecanica
analitica, are la baza un principiu de extremum care ne
spune ca migcarea are loc intotdeauna pe aceea traiectorie pentru
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care o anumita functie, care descrie starea sistemului, isi atinge
extremul.

Ecuatiile ce descriu migcarea unui sistem in abordarea analitica
sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul I si II.

Acest formalism este folosit in studiul sistemelor cu un numar
mare de constituenti (de exemplu in Mecanica statistica) sau pen-
tru sisteme mecanice cu legaturi.

Fie un sistem format din N puncte materiale. Starea mecanica
a sistemului este definita, la fiecare moment, prin coordonatele
carteziene gi componentele vitezelor tuturor punctelor fata de un
sistem de referinta inertial. Vom folosi urmatoarele notatii pentru
coordonatele carteziene si pentru componentele vitezelor celor N
puncte materiale:

L1, X2, T3, T4y L5y Ly euees L3N-2, L3N—-1, L3N (32)
Ty, Ty, Ty, Ty, T, L6, ----T3N-2, T3IN—1, L3N (3.3)
unde s-a tinut cont ca fiecare particula este caracterizata de trei

coordonate carteziene si respectiv trei componente ale vitezei. O
notatie similara va fi folosita gi pentru forta:

Fy, Fo, 3, Fy, F5, Fg.....Fsn_o, Fsn_1, F3n (3.4)

unde primele trei valori reprezinta componentele fortei totale ce
se exercita asupra primului punct material s.a.m.d.

Ecuatiile de migcare pentru sistemul de /N puncte materiale carac-
terizate prin coordonatele carteziene (3.2), scrise pe componente
vor fi:

meis = Fli s=1,3N (3.5)



cu conventia ca:

mp = My =1MmM3
my = Mgz = Mg
Mman—2 = M3N-1 = M3N

adica, primele trei componente ale masei sunt egale si reprezinta
masa primei particule, s.a.m.d.

Se spune ca sistemul este supus unor legaturi (sau constrangeri),
daca sunt impuse anumite restrictii asupra alegerii variabilelor
(3.2) si (3.3). Aceste restrictii se exprima prin anumite relatii,
care pot avea fie forma unor egalitati, fie cea a unor inegalitati:

f(xs,s,t) =0  sau  f(xs,@5,t) >0 (3.6)

Vom considera in continuare acele legaturi care depind numai de
coordonatele de pozitie gi de timp, f(zs,t) = 0. Daca vom deriva
aceasta relatie in raport cu timpul, vom obtine:

af  of g
V_ Ty, (3.7)

S=

Se observa ca acesta relatie contine si vitezele 5. Daca toate
relatiile care contin vitezele se pot obtine prin derivarea in ra-
port cu timpul a unor relatii in care apar numai coordonatele de
pozitie (si eventual timpul) se spune ca sistemul este supus unor
legaturi olonome. Daca exista relatii care contin vitezele =, dar
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care nu pot fi obtinute prin derivarea in raport cu timpul a unor
relatii numai intre coordonatele de pozitie, se spune ca sistemul
este supus la legaturi neolonome.

Vom considera in continuare numai sistemele de particule supuse
unor legaturi olonome exprimate prin relatii de forma:

fulzs,t) =0 k=1,v s=1,3N (3.8)

unde v reprezinta numarul de legaturi la care este supus sistemul.

Observatie: numarul v nu poate fi arbitrar de mare. Sistemul
fr(xs,t) = 0 este un sistem in necunoscutele x,. Daca ,

e v > 3N, atunci sistemul devine incompatibil gi nu are sens
fizic

e v = 3N, atunci sistemul pote fi rezolvat si se pot determina cele
3N necunoscute

e v < 3N, atunci sistemul este nedeterminat

Acest ultim caz este cel mai interesant din punct de vedere fizic.
Vom nota prin:

|=3N—v (3.9)

diferenta dintre numarul necunoscutelor si numarul legaturilor
(ecuatiilor). Acest numar intreg si pozitiv reprezinta numarul
gradelor de libertate ale sistemului mecanic dat. Deci, [ dintre
variabilele z, pot fi alese In mod arbitrar (independente), iar restul
v = 3N —1 pot fi determinate in functie de primele prin rezolvarea
sistemului de ecuatjii:

felzst) =0 k=T,v<3N [=3N-v (3.10)



Pentru a lucra numai cu variabile independente, Lagrange para-
metrizeaza realtiile (3.10), adica variabilele x4 sunt exprimate in
functie de noi variabile ¢;, (1 = 1,1) si eventual de timp:

s = x5(q1, g2, -qi, )  s=1,3N (3.11)

Variabilele ¢; se numesc coordonatele generalizate ale lui La-
grange, iar numarul lor este egal evident cu [, numarul gradelor
de libertate ale sistemului.

Variabilelor generalizate ¢; (i = 1,1) li se poate asocia un spatiu
matematic cu [ dimensiuni numit spatiul configuratiilor.

A

{qi}

\4

Fig.1

Fiecarui punct din acest spatiu 1i corespunde un ansamblu de
valori [¢;(i = 1,2,3...1)]. Cu alte cuvinte, unei configuratii in-
stantanee a sistemului de N particule 1i corespunde un punct in
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spatiul configuratiilor numit punct reprezentativ. Odata cu
schimbarea in timp a configuratiei sistemului rezulta o schimbare
a pozitiei punctului reprezentativ, astfel incat el descrie o curba
in acest spatiu numita traiectorie generalizata caracterizata
prin ecuatiile parametrice:

Sa presupunem dat un sistem de N puncte materiale asupra caro-
ra actioneaza niste forte date, de componente F, (s = 1,3N)(3.4).
Daca sistemul nu ar fi supus unor legaturi, atunci ecuatiile de
miscare ar avea forma (3.5). Daca insa exista legaturi, date prin
relatii de forma (3.8), atunci ecuatiile de migcare nu mai pot fi
scrise sub forma (3.5). Existenta legaturilor atrage dupa sine
aparitia unor noi forte, denumite forte (reactii) de sprijin (sau
de legatura) si notate prin R,. Deci, ecuatiile de migcare pentru
un sistem de N particule supus la legaturi se va scrie sub forma:

meis =F,+ Ry s=1,3N (3.13)

Se observa ca, spre deosebire de fortele F, care sunt propuse
date, reactiile R, sunt necunoscute si ele trebuie determinate din
conditiile problemei.

Daca legaturile impuse sistemului de puncte materiale obliga unul
dintre puncte de a se afla permanent pe o anumita curba, aceasta
exercita asupra punctului material respectiv o forta de spijin R. In
acest caz vom descompune forta R intr-o componenta R, situati
in planul normal la curba si o componenta R, situati de-a lungul
tangentei la curba. Componenta R, se numeste forta de fre-
care exercitata de curba asupra punctului si se opune deplasarii
acestuia in lungul curbei.
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3.2 Formalismul Lagrange

3.2.1 Principiul lucrului mecanic virtual

Fie un sistem de N puncte materiale supus la v legaturi olonome
(3.8) si cu [ grade de libertate. Vom presupune ca frecarile sunt
neglijabile, adica legaturile sunt perfecte. Ecuatiile de miscare
au forma (3.13) unde F; reprezinta componentele fortelor date, iar
R4 componentele fortelor de sprijin necunoscute.

Pentru determinarea migcarii unui sistem de felul celui considerat,
Lagrange propune urmatoarea metoda ce consta din doua etape:

e determinarea functiilor z4(t)
e determinarea reactiilor R, cu ajutorul ecuatiilor (3.13) scrise
sub forma:

R, =mi,—F, s=1,3 (3.14)

Pentru rezolvarea primei etape vor trebui eliminate fortele de
legatura Rs. Pentru aceasta se va tine cont ca legaturile sunt
perfecte, deci componentele tangentiale ale fortelor de sprijin se
anuleaza. Daca deplasam arbitrar orice punct material al sis-
temului de-a lungul curbei pe care acest punct este obligat sa
se gaseasca 1n baza legaturilor, forta de sprijin ramane normala
la curba, iar lucrul mecanic efectuat de aceasta forta va fi nul.
Aceasta afirmatie este insa adevarata numai daca curba nu se de-
plaseaza in timp.

Aceste consideratii ne conduc la definirea deplasarii virtuale

dxs a sistemului considerat, ca fiind orice variatie continua a co-
ordonatelor z, astfel incat conditiile de legatura (3.8) sa fie mereu
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satisfacute, la o valoare constanta a variabilei ¢.

Fie o deplasare virtuala infinitezimala dz, a sistemului de puncte
materiale; acesta va trece de la coordonatele x4 la coordonatele
x + dx, astfel incat sa fie satisfacute, pe langa realatiile (3.8) si
relatiile:

felxs+dzs,t) =0 k=1,v s=1,3N (3.15)

In care ¢ nu a variat. Vom scadea ecuatiile (3.15) si (3.8), dez-
voltam dupa puterile cantitatilor dz, si pastram numai acei ter-
meni de ordinul intai:

fe(zs + 07, t) — fe((ws, ) =

3N

%5% =0 (3.16)
s=1 Ls

relatie ce reprezinta chiar conditiile pentru ca deplasarile Jx;

sa fie virtuale.

Pentru orice deplasare virtuala infinitezimala ce satisface conditi-

ile (3.16), lucrul mecanic al fortelor de sprijin este nul:

3N
> Rz, =0 (3.17)
s=1

Aceasta afirmatie constituie enuntul principiului lucrului me-
canic virtual sau principiul lui d’Alembert care sta la baza
formalismului Lagrange. Pe baza lui se pot elimina reactiile de
sprijin R, din ecuatiile de migcare (3.13); este suficient sa inmul-
tim cu dz; ambii membrii ai ecuatiei (3.13) si sa sumam pentru
toate valorile indicelui s. Utilizand relatia (3.17), vom obtine:

3N 3N
Z Tlg0Ts = Z F.ox, (3.18)
s=1 s=1
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din care au disparut componentele R,. Principiul lucrului mecanic
virtual se mai poate scrie gi sub forma:

3N

> (mgis — Fy)ow, =0 (3.19)

s=1

Observatie: deplasarea virtuala dx, nu are numic comun cu de-
plasarea reala in cursul miscarii sistemului, in care evident timpul
variaza.

3.2.2 Fortele generalizate

Fie un sistem de N puncte materiale supus la v legaturi olonome
si perfecte si fie ¢;(2s,t) (i = 1,1,5s = 1,3N) coordonatele gene-
ralizate introduse prin relatia (3.11). Se observa ca o deplasare
virtuala infinitezimala dz, a sistemului se obtine variind in mod
arbitrar, la timp constant, variabilele g;:

0x,

T 5 i=1,0 s=1,3N (3.20)

0x, =

Intocandu-ne la relatia (3.17), observam ca membrul drept al e-
cuatiei reprezinta lucrul mecanic elementar al fortelor date, intr-o
deplasare virtuala:

3N a
5L = Y Fobz, = ZF xs
s=1
l
—6L = Y Qidg (3.21)
=1
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unde s-a utilizat relatia (3.20) pentru deplasarea virtuala. Notatia:
3N

0x,
s=1

reprezinta fortele generalizate corespunzatoare coordonatelor

generalizate ¢; (i = 1,1):

Qi - Qi(QI7QQ7 """ QZaq.h(I.Q"”q.lat) (323)

unde {q1, ¢2....q;} reprezinta vitezele generalizate.

Observatie: daca fortele F deriva dintr-o energie potentiala,
atunci lucrul mecanic elementar este egal, pana la semn, cu vari-
atia energiei potentiale:

5L = —§U (3.24)

Daca vom tine cont de expresia (3.21) a lucrului mecanic elemen-
tar exprimat prin fortele generalizate, atunci realtia (3.24) devine:

0L=-)_ a—Q5qi (3.25)

ceea ce conduce la exprimarea fortelor generalizate, in cazul for-
telor conservative Fj, prin relatia:

ou .
= _a%’ '

I
—_

N (3.26)

3.2.3 Ecuatiile Lagrange

Fie un sistem de N puncte materiale supuse la v legaturi olonome
si perfecte si care poseda energia cinetica F,;, exprimata prin:

L
_ -2
Eein = 5 Szl msis (3.27)
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Daca vom inlocui in expresia principiului d’Alembert (3.19) ex-
presia deplasarilor infinitezimale virtuale (3.20), si daca tinem si
de (3.27) vom ajunge la setul de ecuatii diferentiale:

d achm 8-Ecm . T
- — =Q, =1 2

ceea ce reprezinta ecuatiile Lagrange pentru determinarea mis-
carii sistemului. Ele sunt in numar egal cu numarul [ al gradelor de
libertate ale sistemului. Prin integrarea acestui sistem de ecuatii
se va obtine dependenta coordonatelor generalizate de timp, ¢;(t).
Apoi, cu aceste coordonate odata determinate se pot deduce, pe
baza relatiei (3.11) coordonatele z4(t). Ecuatiile (3.14) permit
determinarea reactiilor de spijin R.

Observatie: daca fortele date admit energia potentiala U, ecuati-
ile lui Lagrange (3.28) se pot scrie sub forma mai compacta. Pen-
tru aceasta vom introduce functia Lagrange sau lagrangeiana
sistemului, definita prin relatia:

L=E.,—U (3.29)

Astfel, ecuatiile Lagrange capata forma:

d (OL\ 0L ,
- (aq‘) “5e =0 =11 (3.30)

In concluzie, formalismul Lagrange ofera o metoda de rezolvare a
unor probleme de mecanica care consta in:

e se stabileste numarul gradelor de libertate si se aleg coordo-
natele generalizate
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e se construiesc functiile F;,, Q;, L

e se exprima cele 2/ conditii initiale pentru coordonatele general-
izate q;(t,) si vitezele generalizate ¢;(t,) (i = 1,1)

e se integreaza ecuatiile Lagrange obtinandu-se solutia ¢; = ¢;(t)
(i = 1,1), se determina coordonatele x,(t) (s = 1,3N) si apoi
reactiile de sprijin R, (s =1,3N)

3.3 Formalismul Hamilton

3.3.1 Principiul lui Hamilton

Legile Mecanicii newtoniene, aga cum au fost formulate de Newton
si care si-au gasit forma cea mai generala in lucrarile lui Lagrange,
au forma unor ecuatii diferentiale. Prin lucrarile lui Hamilton s-a
ajuns la formularea integrala a legilor Mecanicii.

Principiul lui Hamilton este un principiu integral al legilor Meca-
nicii. Pentru a vedea in ce consta acesta, vom considera un sistem
de N puncte materiale supus la v legaturi olonome si perfecte.

Fie
X1, T2, X3y cc.lgunnn LIN (3.31)

coordonatele carteziene ale punctelor sistemului, si fie de aseme-
nea

fr(zs,t) =0 k=1v s=1_3N (3.32)
ecuatiile care rezulta din legaturile impuse sistemului.

Vom presupune in continuare ca, in intervalul de timp [tq, 5]
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este cunoscuta migcarea reala a sistemului, conforma cu legile
Mecanicii. Aceasta miscare este caracterizata prin legile de miscare:

xs=as(t) t1<t<ty s=13N (3.33)

Este clar ca aceasta migcare, caracterizata prin ecuatiile (3.33) re-
specta legaturile, deci functiile (3.33) substituite in relatiile (3.32),
le verifica identic.

Vom considera gi o migcare virtuala, deci o migcare despre care
presupunem ca satisface conditiile de legatura (3.32), dar nu sa-
tisface legile Mecanicii. Miscarea virtuala este caracterizata prin
relatii de forma:

ro=al(t) t1<t<ty s=1,3N (3.34)

De asemenea, vom presupune ca la momentele de timp t = ¢; si
respectiv t = t,, pozitiile punctelor sistemului considerat, pentru
migcarea reala gi pentru cea virtuala, coincid:

(1) = (1)
(3.35)

z(tg) = (1)

In fine, vom mai presupune ca miscarile (reala si virtuala) sunt
destul de apropiate una de cealalta, prin urmare diferentele:

dxs = 2l (t) — x4(t) (3.36)
sunt suficient de mici, astfel incat puterile superioare puterii intaia

sa fie neglijate.
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Se observa ca, prin ipoteza, atat coordonatele x,, cat si coor-
donatele 2, satisfac in fiecare moment relatiile de legatura (3.32);
rezulta atunci ca marimile dz, reprezinta, la fiecare moment ¢,
o deplasare virtuala. Dar, conform principiului lucrului mecanic
virtual (3.17), daca vom elimina reactiile de spijin R, vom obtine
o relatie asemanatoare cu relatia (3.19):

3N

> (mgi, — Fy)ox,(t) =0 (3.37)

s=1

cu deosebirea ca marimile dx, depind de timp.

Vom analiza in continuare cazul obisnuit al fortelor Fy ca forte
conservative:
3N

F,=-V,U =Y Fdz,=—0U (3.38)
s=1

Vom inlocui aceasta ultima relatie in (3.37), apoi inmultim cu dt
si integram in raport cu timpul de la ¢ la ¢5:

to 3n to
/ [Z mxdw] dt = — / SUdt (3.39)
t1 s=1 t1

care, prelucrata, si tinand cont i de ipoteza (3.35) conduce la
ecuatia:

to
/ (6 Eoin — SU)dt = 0 (3.40)
t1
unde:
3N
E.in = —mgi? A1
O0F. ., 5821277153:5 (3.41)
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reprezinta diferenta dintre energia cinetica a sistemului £/, cal-

cin
culata pentru miscarea virtuala (pe traiectoria virtuald) si re-
spectiv pentru miscarea reala E.;, (pe traiectoria reala):

— Eun (3.42)

Daca vom integra relatia (3.42) rezulta:

to to to t2
t1 t1 t1 t1

Daca vom repeta acelasi rationament pentru energia potentiala,
relatia (3.40) se poate scrie:

to
5 / (B — U)dt = 0 (3.44)
t1

Aceasta ecuatie reprezinta expresia matematica a principiului
lui Hamilton si are urmatoarea semnificatie. Daca se calculeaza
integrala:

to
/ (Boin — U)dt

t1

pentru miscarea reala a sistemului si respectiv pentru miscarea
virtuala apropiata supusa conditiilor:

o satisface relatiile de legatura
e coincide cu pozitiile reale la momentele t; si 9

atunci diferenta (3.44) a celor doua integrale este nula.
Observatie: aceasta conditie este analoaga cu conditia de maxim
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sau minim (extrem) pentru o functie; daca se calculeaza valoarea
functiei pentru un sistem de valori date variabilelor de care de-
pinde functia si se constata ca variatia este intotdeauna nula cand
ne deplasam la un punct vecin, atunci sistemului dat de valori 1i
corespunde o valoare minima sau maxima a functiei.

In cazul nostru functia este inlocuita printr-o integrala, iar vari-
abilele independente printr-o traiectorie. Vom nota prin:

t2
S:/ L(qi, ¢;,t)dt (3.45)

t1

actiunea pentru o migcare oarecare iar L = E;,, — U = L(q, ¢, 1)
este functia Lagrange.

Deci, principiul integral a lui Hamilton (numit §i princi-
piul minimei actiuni) se poate formula astfel: migcarea reala
(conforma cu legile Mecanicii), in intervalul de timp [t1, 5] este
aceea migcare pentru care integrala S capata o valoare extrema
(minima sau maxima) in comparatie cu miscarile vecine, care sa-
tisfac ecuatiile legaturilor.

Principiul Hamilton contine, sub forma compacta, legile migcarii
sistemului de particule. Se poate arata ca satisfacerea acestui
principiu

to
t1
este echivalenta cu cerinta ca sistemul diferential

d (0L oL
- _ — =1 A4
dt (8@-) o 0 =L (3.47)
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sa fie satisfacut, sistem ce reprezinta ecuatiile Lagrange (vezi
Anexa A)

3.3.2 Ecuatiile canonice

In formularea lagrangeiana a legilor Mecanicii, starea mecanica a
unui sistem la un moment dat ¢ este data de valorile numerice ale
coordonatelor generalizate gi vitezelor generalizate:

q1,92, ----q1 q‘laq‘Za"-'q.l (348)

Evolutia in timp a starii mecanice se obtine prin integrarea ecuati-
ilor Lagrange (3.30). In cazul cel mai simplu, in care variabilele g;
sunt chiar coordonatele carteziene ale punctelor materiale, iar g;
sunt vitezele corespunzatoare, atunci functia Lagrange are forma:

l
I .
L= smig; —Ulg1) (3.49)
i=1

unde U(g;,t) este energia potentiala a sistemului.

Un alt mod de a determina starea mecanica a unui sistem si
evolutia acesteia in timp a fost introdus de Hamilton (1834). In
formularea lui Hamilton, starea mecanica a unui sistem de puncte
materiale se face cu ajutorul a 2/ variabile: variabilele ¢, qa, ....q
raman coordonatele generalizate ale lui Lagrange, iar noile vari-
abile py, ps,....p; , care inlocuiesc vitezele, sunt impulsurile ge-
neralizate si sunt definite prin relatia:
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In cazul cel mai simplu, in care lagrangeiana are expresia (3.49),
impulsurile p; au expresiile:

si se mai numesc impulsurile conjugate variabilelor de po-
zitie ¢;.

Pentru a determina legile de evolutie a sistemului , vom intro-
duce functia H de variabilele de stare, definita prin relatia:

H= sz% L= Za ¢ — L(pi, ¢, 1) (3.52)

numita functia hamiltoniana a sistemului sau, pe scurt, hamil-
toniana sistemului. Daca vom diferentia ambii membrii ai
relatiei (3.52), fata de toate variabilele de stare, precum si de
timp, obtinem:

dH = Z Gidp; + Z pidd; — 8L 9q. %4 gL

oL
— 5 dt (3.53)

Daca vom tine cont si de definitia impulsului generalizat (3.51),
atunci diferentiala hamiltonianei (3.53) se va scrie sub forma:

l l
Z oL oL
i—1 o = O o o0

care, comparata cu expresia diferentialei matematice a functiei
H(pla qZ7 t)
oH o0H 0H

ai = Y ap + g+ O g 3.55
ap P g M (3.55)
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conduce la urmatoarele egalitati:

. OH
4G = o,
oL OH
e = g (3.56)
oL _ 0H
ot Ot

Daca vom tine cont de ecuatiile Lagrange precum si de definitia
impulsului generalizat, primele doua ecuatii din relatia (3.56)
capata forma:

: oH
q; = Opi
(3.57)
) oH . —
pi = — 04, =11

Aceste ecuatii (3.57) reprezinta ecuatiile lui Hamilton sau e-
cuatiile canonice ale Mecanicii si care determina evolutia in
timp a starii mecanice a sistemului. Ele sunt complet echivalente
cu ecuatiile lui Lagrange, dar prezinta urmatoarele avantaje:

e sunt ecuatii diferentiale de ordinul intai spre deosebire de e-
cuatiile lui Lagrange care sunt de ordinul doi, dar numarul lor
este dublu

e sunt rezolvate fata de derivatele in raport cu timpul ale vari-
abilelor canonice p;, g;

Conform formalismului lui Hamilton se poate descrie starea me-

canica a unui sistem de puncte materiale prin 2/ coordonate ca-
nonice. Daca asociem acestor 2/ variabile un spatiu matematic
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2l dimensional, vom obtine aga numitul spatiul fazelor in care
¢ = q;(t) si p; = pi(t) reprezinta ecuatiile parametrice ale traiec-
toriei din acest spatiu (Fig. 2).

{ai}

{pi}

Fig.2

3.3.3 Semnificatia functiei hamiltoniana

In cazul cel mai simplu, in care lagrangeiana are forma (3.49),
vom avea, conform definitiei:

! z
: 1 :
H = Zming -L= 3 Zmi%'z + Ulqi; t) (3.58)
i=1 =1

deci, hamiltoniana este suma energiilor cinetica si potentiala ale
sistemului, adica energia totala a sistemului de puncte mate-
riale supus la legaturi olonome si perfecte. Aceeasi semnificatie
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se obtine gi in cazul legaturilor scleronome care sunt legaturi
independente de timp.

Daca insa legaturile impuse sistemului depind explicit de timp
(legaturi reonome), atunci in expresia energiei cinetice apar si
termeni de gradul intai fata de vitezele generalizate, iar hamilto-
niana nu mai coincide cu energia totala a sistemului.

3.3.4 Parantezele lui Poisson

Forma canonica (3.57) a ecuatiilor de migcare ne permite sa deter-
minam legea de variatie in timp a oricarei marimi care depinde de
starea mecanica a sistemului. Fie f(p;, ¢, t) o astfel de marime.
Variatia totala a acestei marimi atunci cand timpul creste cu dt
este:

l l

a  of Of dg; of dp;
dt ot +; dq; dt + ; dp; dt (3:59)

Daca vom inlocui derivatele variabilelor canonice prin valorile lor
date de ecuatiile canonice, se obtine:

(3.60)

af 0 l H H
a _of s of oH 9f 9
dt 0t <= \09q; dpi Op; Ig;

Suma care apare in membrul al doilea al acestei relatii se numeste
paranteza Poisson a marimilor H si f si se noteaza:

'L (OfOH Of OH
{H’f} - ; (a%‘ Op; B Op; 8%) (3'61)
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In general se defineste paranteza Poisson pentru doua marimi
oarecare f si ¢g:

of dg  Of O0g
et = Z (% 0q;  Oq; api) (3.62)

sume care se intalnesc frecvent in probleme de Mecanica tratate
cu ajutorul ecuatiile canonice.

Parantezele Poisson se bucura de urmatoarele proprietati care
rezultda din definitia lor generala (3.62):

e antisimetrie: {f,g} = —{g, [}
e liniaritate fata de fiecare partener: {c; f1+cafe,9} = a1{f1,9}+

02{f27 g}

e parantezele Poisson ale variabilelor canonice au valorile:
{a:,5y = 0 (3.63)
{pispi} = 0 (3.64)
{pi,q;} = 0 (3.65)

unde ¢;; este simbolul lui Kronneker, §;; = 1 pentru ¢ = j si
0;; = 0 pentru ¢ # j.
e intre parantezele Poisson a trei marimi f, g si h este respectata
identitatea Jacobi:

{f g h}} +1{g9.{h, f}} +{n.{f,9}} =0 (3.66)

Revenind asupra relatiei (3.60), legea de variatie in timp a unei
functii f se poate scrie:
df 0

f
= o TS (3.67)
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Daca vom alege energia totala a sistemului ca fiind marimea me-
canica f = H atunci variatia in timp a hamiltonianei este:

dH OH OH
= UL HY = (3.68)

Un caz special este acela pentru care hamiltoniana nu contine
explicit timpul, adicd 2L = 0. Rezulti:

ot
dH
=0 (3.69)

ceea ce exprima, in cazurile in care hamiltoniana este tocmai e-
nergia totala a sistemului, legea de conservare a energiei.

3.3.5 Transformarile canonice

Alegerea convenabila a variabilelor care descriu starea de miscare
a unui sistem, in problemele de mecanica, poate aduce simplificari
considerabile. Fie un sistem de puncte materiale, cu [ grade de
libertate a carui migcare este caracterizata de ecuatiile canonice:

. 0H
= Op;

1=1,1 (3.70)
. oH
b= - dg;

Sa urmarim cum se transforma aceste ecuatii daca asupra vari-
abilelor facem o schimbare de forma:

i = pi(pisqirt)
(3.71)
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unde functiile admit derivate partiale de ordinul doi, continue.

Conditia necesara gi suficienta ca si variabilele p; si ¢; sa poata
fi exprimate in functie de variabilele p} si ¢; este ca jacobianul
variabilelor p}, ¢! fata de variabilele p;, g; sa fie diferit de zero:

o(p', v, -0} 41, @3y 1)

J = 0 3.72
A(p1, 2, P15 15 G2, 1) ( )
Observatie: daca diferentiem relatia (3.71), obtinem:
op; Ip; Ip;
dp, — —tdt = Ldp; dg;
i ap, P T Bg,
i=1,01 j=1,1 (3.73)
g dg; dg;
dq;, — —tdt = Ldp; + —dq;
T op; P B,

din care se observa ca jacobianul J este tocmai determinantul
mambrilor din partea dreapta a relatiei (3.73).

Sa consideram in continuare ecuatiile canonice scrise in noile vari-

abile:

y OH'
qi - a /
D;
H =H'(p,,q;,t) i=1,1 (3.74)
, OH'
pi = - 8 /
q;

Pentru ca ecuatiile de miscare scrise in variabilele p., ¢; sa aibe
forma canonica (3.74) trebuie impuse anumite restrictii transfor-
marii (3.71). Restrictia care se impune se numeste conditia de
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canonicitate gi este urmatoarea:

unde F'(p;, g, t) se numeste functie generatoare a transformarii
(3.71). Daca conditia (3.75) este satisfacuta , vom spune ca tran-
sformarea (3.71) este o transformare canonica.

Sa consideram in continuare doua marimi mecanice oarecare f
si g. Se poate demonstra ca parantezele Poisson ale celor doua
marimi scrise fata de variabilele p;, g; si respectiv pl, ¢} sunt egale,
cu conditia ca ca cele doua sisteme de variabile sa derive unul din
celalalt printr-o transformare canonica:

{fa g}qu = {f7 g}p’,q’ (376)

Aceasta proprietate se numeste invarianta parantezelor lui
Poisson la transformarile canonice.

3.3.6 Ecuatia lui Hamilton-Jacobi

Scopul transformarilor canonice este trecerea de la sistemul de
migcare (3.70) la un sistem transformat (3.74) care sa aibe o forma
cat mai simpla. Dar forma cea mai simpla pe care o poate avea un
sistem canonic corespunde cazului in care hamiltoniana H’ este
identic nuls. In acest caz, sistemul canonic (3.74) se reduce la:

d=0
(3.77)
p; =0
deci variabilele ¢}, p; sunt constante in timp. O astfel de transfor-

mare se poate obtine daca se utilizeaza o functie S generatoare a
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transformarii, care satisface ecuatiile:

aS(p',q,t)
D e (3.78)
, 08(p,q,t)
% = oy (3.79)
H-H = W (3.80)

Anularea hamiltonianului H’ implica, conform relatiei (3.80):

25(p',q,t)

5 THPat)=0 (3.81)

Daca vom inlocui in hamiltoniana H (p, q,t) variabilele p prin ex-
presiile date de (3.78), se obtine, pentru functia generatoare S a
transformarii, ecuatia:

oS oS
+H( = = .82
ot (8q’q’t> 0 (382)

cunoscuta sub numele de ecuatia Hamilton-Jacobi.

Ecuatia Hamilton-Jacobi este o ecuatie cu derivate partiale pentru
functia S. Pentru determinarea migcarii sistemului este necesar
sa se determine o solutie a acestei ecuatii. O astfel de solutie se
numeste integrald completa a ecuatiei (3.82). Aceasta ecuatie
este echivalenta cu sistemul canonic si deci reprezinta o exprimare
echivalenta a legilor migcarii pentru sistemul mecanic considerat.

Observatie: Functia generatoare S din ecuatia Hamilton-Jacobi
este chiar actiunea din formalismul Lagrange si are dimensiunea

de energiex timp.

142



3.4 Probleme

3.1 Sa se gaseasca ecuatiile diferentiale de migcare pentru o par-
ticula de masa m sub actiunea unui forte atractive invers propor-
tionala cu patratul distantei, de tipul F' = —T%, k>0:

a). cu ajutorul formalismului Lagrange;
b). cu ajutorul formalismului Hamilton.

Rezolvare:

Consideram drept coordonate generalizate coordonatele polare
(r,0). Deci:

<

g =
G2 =

>

Legaturile dintre aceste coordonate i coordonatele carteziene z, y
sunt date de relatiile:

r = rcosf

= rsinf

Energia cinetica are expresia:

1 1 1 .

Energia potentiala se determina conform relatiei de definitie:



a. Lagrangeianul acestei miscari se scrie sub forma:
1 . k

L=FE,,—-U-= ém(f2+r292> + —

,

iar ecuatiile Lagrange:

4 (oLy oL
dt \ 9¢; g

()
dt \ or or
()%
dt \ 96 o0

Dupa efectuarea derivatelor din aceste ecuatii se obtine:

devin:

oL
ar = mr

oL Lk
5 = mr Q—E
OL 2

00

oL

2% 0

Ca urmare:

mi = mr20 + —
2

2mrif + mr20 =0
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Se observa ca s-au obtinut doua ecuatii diferentiale de ordinul doi.
Din prima ecuatie diferentiala rezulta:

-k
f—r29—ﬁ:0

iar a doua ecuatie diferentiala se poate se poate scrie sub forma
restransa:

— (mr29> = 0=
J = mr?0 = const.

Miscarea sub actiunea unei forte invers proportionale cu patratul
distantei (forta de tip central) are loc in aga fel incat momentul
unghiular J se conserva. Directia ramane constanta in timp, ca
urmare migcarea particulei are loc in permanenta in acelasi plan.

b. Sa introducem impulsurile generalizate:

oL ) . pr
P = —=mr=r=—
or m
8L 25 . Do
= — = 0=0=""-
Do PY: mr<0 = —

Functia lui Hamilton devine:

) : 1 . k
"= fp?“*Qp@—L:fprJr@pe—§m<7‘2+r202>—_
r

2 2 1 2 k
_ &+P_e__<2 @)__

m  mr: 2m \'  r? r
1 2 Pg k
 2m (pr * 72 * r
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Ecuatiile canonice ale migcarii sunt:

. 6H:> . D k
Pr = or pr_2m7’3 72
. OH 0

OH
o= =

op, m
; OH ; Do
)l = —=0=—"=

Opy mr?

S-au obtinut patru ecuatii diferentiale de ordinul intai (mai usor
de integrat decat cele din reprezentarea Lagrange!). Deoarece co-
ordonata 6 nu apare in mod explicit in expresia hamiltonianului ea
este o coordonata ciclica. Impulsul generalizat asociat acestei
variabile este o integrala a miscarii:

Do = mr26 = const.

3.2 Energia cinetica a unui corp de masa m in coordonate polare
plane (r,0) este:

1 .
Ecin = §m(r2 + T202)

Care sunt fortele generalizate corespunzatoare acestor coordo-
nate?

Rezolvare:
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Fortele generalizate se calculeaza cu ajutorul formulei:

d aEcin 8E|cin
a5 () -

dq; ¢
Deoarece:
G =1 q=2~0
se obtine:
d aEczn aEczn o d . 2
@ = E( arF ) o g )
d aEczn aEczn . d 24

3.3 Sa se scrie ecuatiile de migcare Lagrange pentru pendulul
dublu din Fig. 3.3 ce executa oscilatii in acelasi plan. Se con-
siderami =mg=msgily =1, =1

Rezolvare:

Sistemul are doua grade de libertate. Consideram drept coordo-
nate generalizate ¢; = 61, g2 = 0>. Din Fig. 3.3 se observa ca:

r; = lsiné,;
1. = lcosb,
Ty = lsinf, +[lsinb,

Yo = lcost + lcosby

Energia potentiala a sistemului este egal a cu lucrul mecanic efec-
tuat de fortele ce actioneaza asupra celor doua corpuri luat cu
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v

Y2

Fig. 3.3

semn schimbat. Pentru o deplasare infinitezimala:

dU = —(Gy-di, + Gy - di)
= —mgdy, —mgdys

Considerand ca nivel de referinta planul y = 0 caruia ii atribuim,
prin conventie, valoarea zero energiei potentiale, se obtine dupa
integrare:

U = —mgy —mgys
= —mgl(2cos b + cosby)

Pentru a determina energia cinetica a sistemului avem nevoie de
expresiile vitezelor:

.i’l = 091[ COS 091
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?)1 = —9118111‘91

iy = 61lcos; + Oyl cos by

o = —Oylsinb, — 01 cos b,
Ca urmare:
1 -2 -2 1 -2 .9
1 . 1 . . ..
= mbi + om G312 + 6317 + 202010, cos(0) — )]

Functia Lagrange devine:

1 .

L :_am—Uzém%F+

1 . . .

3 0317 + 0317 + 2126,0, cos(0, — 92)] +
+mgl(2 cos by + cos 6s)

Calculam in continuare derivatele implicate in ecuatiile Lagrange:

8_; = 2mby1% 4+ mi®0, cos (6, — 6,)
00,
% (g—i) = 2mb, 12 — mi*05(6, — 6,) sin(6; — 6,)
+m12é2 COS(91 — 92)
aL 2 A A . .
— = —ml“0105sin(6; — O3) — 2mgl sin 6,
00,
I ) )
a—. = mbyl* + mil*0; cos(0; — 65)
00,
I . .
% (g—%) = mbl* + mi*0, cos(6y — 6) —
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—m1291 (91 — 92) Sin(91 — 92)
oL 9n A .
= —ml*0105sin(0; — 05) — 2mgl sin 0y

00,

Ecuatiile Lagrange, dupa simplificarea prin ml sunt:

20,1 — lég(él — 92) sin(f; — 6,) + 10, cos(0; — by) +
+16,6, sin(f; — 6y) +2gsinf; = 0

Ol + 16, cos(0; — 6y) — 101(6y — 05) sin(6; — 6) +
+16,6, sin(f; — 6;) + 2gsinfy = 0

3.4 Se considera un punct material de masa m in camp gravita-
tional, constrans sa se miste, fara frecare, in interiorul unui con
de unghi «a.

a). Cate grade de libertate are sistemul? Alegeti un sistem de
cordonate generalizate.

b). Determinati energia cinetica in sistemul de coordonate gene-
ralizate ales.

¢). Scrieti energia potentiald in sistemul de coordonate generali-
zate ales.

d). Scrieti ecuatiile Lagrange corespunzatoare.

Rezolvare:
a. Descrierea migcarii pe un con necesita alegerea sistemului

de coordonate cilindric (r,¢,z) (Fig. 3.4). Dar, datorita con-
strangerii legate de miscarea doar pe suprafata conului:

r = 2tgo
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P planul 7=z,

cilindrul
P=P1

Fig. 3.4

numarul de coordonate independente necesare pentru studiul mig-
carii (adica numarul gradelor de libertate) este:

n=3—-1=2

Drept coordonate generalizate se pot alege grupurile : (7, ¢) sau
(2, ).

b. Porzitia particulei este descrisa in orice moment de timp de
gruparea (r,p,7/tgp). Folosim relatiile de transformare de la un
sistem cartezian (x,y, z) la acest sistem de coordonate.

r = rsing
= TCosp
z = rctga
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Derivarea in raport cu timpul conduce la relatiile:

T = rsing -+ rYcosy

= 7Ccosp—rpsinp

_ T
z = —
tga
Energia cinetica devine:
1
Eun = =—m (&% 49> + 32
sm (& + 9"+ )
1 2 2.2 72
= —m|(r"+r7p°+
2 ( 4 tg*a

c. Corpul se migca in camp gravitational care este un camp con-
servativ, energia potentiala corespunzatoare fiind:

U=mgz+ U

Vom considera drept referinta planul z = 0 caruia 1i vom atribui

prin conventie valoarea zero pentru energia potentiala: Uy = 0.
Deci:

U= mgL
tgo
d. Lagrangeiana sistemului este:
L = Ecin -U
1 '2 2 .2 7"2 r
— -m 1\ 7r T —_— —mg—-
2 ( Tt tg*a gtga

Ecuatiile Lagrange corespunzatoare sunt:
4oLy oL _
dt \ or or
d(ony oL _
dt \ 0p dp
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Calculam mai intai derivatele implicate in prima ecuatie:

oL i
% = mr (1 + ctha)
d (0L . 2
7 (E) = mr (1 + ctg a)
oL 9
— = mr¢° —mgctgo
or

Prima ecuatie Lagrange, dupa simplificarea prin m devine:
7 (1 + cthOz) — rng + gctga =0

Repetam procedura pentru cea de-a doua ecuatie Lagrange:

oL

9 mrg
4oLy _ mreo +mre
it \ap) — MeTme

oL

% = 0

Deoarece variabila ¢ nu intra in expresia functiei Lagrange:

oL

— = =mry = J, = const.

Miscarea are loc in aga fel incat se conserva cantitatea mrp care
reprezinta momentul unghiular pe directia Oz. Aceasta relatie
permite reducerea inca a unei variabile din ecuatia generala a
migcarii gasite din ecuatia Lagrange pentru variabila r.

gb:p—w
mr
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.. 2 L /py\?
7’(1+ctg a) - - (—) + gctga =0
r\m
Ultima ecuatie obtinuta este o ecuatie diferentiala in variabila r.

3.5 Un pendul matematic cu masa ms este suspendat de o bara
rigida si foarte usoara de lungimel. La randul ei, bara este prinsa
de un corp de masa mjagatat de un resort cu constanta elastica k
(vezi Fig. 3.5). Se presupune ca miscarea sistemului are loc doar
in planul figurii.

a). Sa se construiasca lagrangeiana sistemului L = L(y, 0, 9, 9),
b). Sa se scrie ecuatiile Lagrange.

Rezolvare:
a. Coordonatele generalizate ale sistemului sunt distanta masu-

rata pe verticala de la originea sistemului x gi unghiul de deviere
in plan vertical 6. Se poate scrie:

r1 = 0
i = Y
To = lsiné

Yo = y—+lcosb

Energia cinetica a sistemului este:

1 1 . ) 2
Een = §m13)2 + 5ma {1292 cos? 6 + (y — 10sin 9) ]
1 1 . .
= S+ 5m [;92 + 1262 — 206y sin 9}
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Fig. 3.5

Energia potentiala se compune din contributia data de forta elas-
tica ce apare in resortul deformat si din cea determinata de fortele
gravitationale:

1
U = —Qk‘yf — M1gY1 — Magya

1
= §/<:y2 —mygy — mag(y + L cosf)

Asadar functia Lagrange este:

1 1 . .
L = Eu —U= §m1y2 +5ma y? 4 120* — 210y sin 0| +

1
—§ky2 +my1gy + mag(y + L cosd)
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b. Ecuatiile Lagrange sunt:
d(ory oL _
dt \ 0y oy
d oLy oL _
dt \ 96 00

Derivatele implicate in aceste ecuatii sunt:

g—g = (my+ma)y — Mol sin 0
% (g_j) = (my +ma)ij — mal(@sin 6 + 62 cos )
2—5 = —ky+ (m1 +ma)g
% = mgl(lé — ysin@)
% (g—g) = myl?0 — mol (§sin 6 + 0 cos 0)
g—g = —mylfycos§ — maglsin @

Dupa inlocuirea corespunzatoare se obtin urmatoarele ecuatii:

(my 4+ ms)(ij — g) — mal(Asin 6 + 62 cos 0) + ky

. 1
9+7(9-Z/)Slﬂ9

0
0

3.6 Un corp de masa m incarcat cu sarcina electrica e se misca cu
viteza U Intr-un camp electromagnatic, descris de potentialul vec-
tor A(A,, Ay, A.) si de potentialul scalar ¢(7). Functia Lagrange
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a acestei migcari este:

2
L:%H@A—go(f)

Sa se determine energia cinetica a particulei.
Rezolvare:

Energia cinetica a migcarii este:

—1 Oqr
unde:
Ch = T= Vg
q2 = y = Uy
43 = T = U,

Expresia dezvoltata a functiei Lagrange se scrie sub forma:

L= m (vi + v; + vg) + e(v Az + v Ay + v AL) — @(T)

2
Deoarece:
oL
8—% = mu, + €A,
oL
a—'(}y = mvy + eAy
oL
= mu, + eA,
v,
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expresia energiei cinetice devine:

oL oL oL
Ecin = [~ a z 5 L
Y 0v, * Uy(%y v ov,
= m (v} + 0] +07) + e(va Ay + v A, + 0. AL) —

m
— (vi + U; + vz) — e(v Ay + v,A, + v AL) + o(7F)

= S (240l +0d) + ()

3.7 Se gtie ca functia Hamilton a unei particule este:
H = ap® + ba® + cx
unde x— coordonata particule, p— impulsul iar a, b, c— constante

reale pozitive. Sa se determine:

a) ecuatia diferentiala de migcare a particulei;
b) paranteza Poisson dintre lagrangeiana si hamiltoniana sistemu-
lui {L,H}

Rezolvare:

a. Din ecuatiile lui Hamilton rezulta:

. oOH 5
T = —=2a
Op P
H
p = —%—x = —2br —c

Derivand din nou prima relatie si folosind-o pe a doua se elimina
impulsul.
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Ecuatia diferentiala a miscarii este:
Z + 4abxr 4+ 2ac =0
b. Functia Lagrange este conform definitiei:
L =pi— H = pi — ap? — bx® — cx
Vom folosi in continuare proprietatile parantezelor Poisson.
{L,HY = {pi—H H}={pi, H} = {2ap’, H} = 2a{p*, H}
= 2a{p?, ap® + b2’ + cx}

= 2a [{p*, ap?} + {p*, b2”} + {p°, cz}]
= 2a [b{p* 2%} + c{p°, z}]

deoarece:
{r*,ap*} = a{p* p*} = 0
Folosim urmatoarele rezultate:
dp ox dp ox
— - ) (== — =1
tp.r) (829) (&v) (993) (329)
{r*,2} = pip,a} +{p.x}p=2p{p, 2} =2p

{r*,2*} = 2p{p,2*} = —2p{a? p} = —4pa{z, p}
= dpx{p,z} = 4px

Ca urmare:
{p,*} = Sabpx + 4acp

3.8 Sa se deduca legea de miscare a unui oscilator liniar armonic
de masa m gi constanta elastica k, cu ajutorul formalismului
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Hamilton-Jacobi.
Rezolvare:

Vom folosi ecuatia Hamilton-Jacobi:

oS
H + 5 0
Functia Hamilton pentru un oscilator liniar armonic este:
p2 k‘fE2
H = o + -
iar
_ 0S8
P= %z

Revenim in ecuatia Hamilton-Jacobi:
1 (35)2 ka?  0S

om \ o > T Y

2m

Incercim si gasim solutia ecuatiei diferentiale separand contribu-
tia care depinde doar de coordonata de cea care depinde doar de
timp.
S = Si(x) + Sa(t)
Dupa verificarea solutiei rezulta:
1 [dSi(z)\* ka®  dSy(t)
2m ( ds > T T T

2m
Relatia este adevarata doar daca fiecare membru al ecuatiei este
egal cu o constanta, pe care sa o notam (3.

1 (dSi(z)\* ka®
%ﬂdm)*i—ﬁ
dSs(t)
dt
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Dupa rezolvarea primei ecuatii rezulta:

50 3-8
dSi(z) = \/ (ﬁ—k—xz)dx

Sl<l‘) = /\/Qm ﬁ—k—aﬂ d$+510

Dupa rezolvarea celei de a doua ecuatie rezulta:
dSy(t) = —pdt
So(t) = —pt+ Sy

Ca urmare, actiunea este, pana la o constanta Sy + Sag pe care o
consideram egala cu zero:

S = /\/2m ﬁ—k—xQ d:c—ﬁt

Consideram ca [ este o noua coordonata a sistemului care joaca
rol de impuls. Atunci se poate defini si o noua coordonata de
pozitie corespunzatoare, prin relatia:

08
©= 9

Q = \/%% [/H(ﬁ—%ﬁ)dx—ﬁt]
V2m

m/ dz .y
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Aceasta relatie se poate rearanja si apoi integra tinand cont de
faptul ca noua coordonata gereralizata introdusa este o constanta.
Sa o notam cu 7.

V2m dx
2 / ;T
kx
VB—5
Dupa integrare se obtine:

m ) k
\/%arcsm ( %> = v+t
sin ( \/%(7 + 1)

T = \/%Sin [\/%(wt)

Constantele (3,7 se determina din conditiile initiale.

@
Il

sau:
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Capitolul 4

Mecanica cuantica

4.1 Aparatul matematic al Mecanicii
cuantice

4.1.1 Spatii liniar complexe

Formalismul Mecanicii cuantice foloseste teoria spatiilor Hilbert
si a operatorilor liniari care actioneaza in aceste spatii. Vom
prezenta in continuare definitiile acestor concepte necesare pentru
formularea principiilor Mecanicii cuantice.

Prin definitie, un spatiu liniar (sau spatiu vectorial) este o
multime de elemente, denumite vectori, pentru care sunt definite
doua operatii fundamentale - adunarea vectorilor si inmultirea
cu numere complexe, operatii care conduc tot la elemente ale
multimii gi care satisfac anumite axiome (prezentate mai jos).
Elementele spatiului sunt notate cu ajutorul parantezelor 7| > 7
care incadreaza simboluri literare sau numerice, si au primit de-
numirea de vectori ”ket”. Atat notatia cat si denumirea se
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datoresc lui Dirac.

Fie doi vectori |p; > §i |2 > ai unui spatiu liniar. Prin operatia
de adunare, notata cu "4”, cei doi vectori sunt pusi in cores-
pondenta cu un al treilea vector |ps > al aceluiasi spatiu, notat
cu |ps >= |p; > +|p2 >. Prin operatia de inmultire cu un
numdar complex «, fiecarui vector |p > ii corespunde un alt
vector al aceluiagi spatiu, notat cu a|p >. Operatiile de adunare
a vectorilor gi inmultire cu un numar satisfac urmatoarele axiome:

1. Axiome referitoare la operatia de adunare a vecto-
rilor

o |1 > +|ps >= |2 > +|p1 > (comutativitate)

o (|1 > +lp2 >) + |p3 >= |1 > +(Jp2 > +|ps >) (asocia-
tivitate)

e exista vectorul nul, notat |0 >, cu proprietatea |¢ > +|0 >=
o >

e pentru orice element |¢ > existd un element, notat |p,, > si
numit opusul siu, astefl incat ¢ > +|py >= |0 >

2. Axiome referitoare la operatia de inmultire a vecto-
rilor cu numere

e inmultirea cu numarul 1 se face astfel: 1jp >= |p >

e inmultirea cu un produs de numere este data de: (af)|p >=

a(Ble >)
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3. Axiome referitoare la combinarea celor doua operatii

o (a+B)lp >=alp > +6lp >
e a(lpr > +p2 >) = alpr > +alps >

Mentionam in continuare urmatoarele consecinte ale axiomelor,
de care se va face uz in utilizarea elementelor spatiilor liniare:

e vectorul zero |0 > este unic

e prin inmultirea cu numarul 0 se obtine vectorul nul: 0]p >=
|0 >

e vectorul opus fiecarui element |¢ > este dat de relatia: |¢,, >=
(=Dlp >=—[¢p >

e prin Inmultirea vectorului nul [0 > cu orice numar, se obtine
intotdeauna vectorul nul: «|0 >= |0 >

Prin definitie, doua spatii vectoriale sunt izomorfe daca intre ele
se poate stabili o corespondenta biunivoca, in asa fel incat, daca
lp1 >, |x1 >, doi vectori ce apartin spatiului vectorial V; sunt in
corespondenta cu vectorii [y > si |x2 > ce apartin spatiului V5,
atunci in corespondenta biunivoca sunt si elementele alp; > cu
alps > si |1 > +|x1 > cu |2 > +|xe >

De asemenea, se spune ca o multime (finita sau infinita) de vec-

tori subantinde un spatiu S al unui spatiu vectorial, daca
orice vector din S este o combinatie liniara de vectori din aceasta
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multime. Notiunea cea mai importanta intr-un spatiu liniar este
cea de dependenta liniara. Un set de k& vectori este liniar-
independent daca egalitatea:

k
=1

implicd o; = 0, i = 1,k. Daca in egalitatea (4.1.1) nu toare nu-
merele «; sunt nule, atunci vectorii |p; > sunt liniari-dependent;.
Conform acestei definitii, orice multime de vectori care contine
vectorul nul |0 > formeaza un sistem de vectori liniar-dependenti.

Daca intr-un spatiu vectorial nu se pot gasi mai mult de n vectori
liniari-independenti, spatiul este prin definitie n-dimensional.
Tot prin definitie, orice set de n vectori liniari-independenti intr-
un spatiu n-dimensional formeaza o baza a spatiului. Se demon-
streaza ca orice vector |1 > al spatiului se poate exprima (in mod
unic) ca o combinatie liniara de vectorii |e; >, |ea >, ......|e, > ai
unei baze date a spatiului:

[ >=>cle > (4.2)
k=1

Un exemplu simplu il constituie spatiul notat cu C", prototipul
tuturor spatiilor finit-dimensionale, ale carui elemente sunt
totalitatea seturilor de n numere complexe (n fixat). Este comod
sa se plaseze cele n numere intr-o coloana, de exemplu:

X Y1
lz>=1 ly>=| (4.3)

Tn Yn
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Prin definitie, vectorii de tipul considerat se aduna dupa regula:

Ti+
T2+ Y2
x> +]y >= : (4.4)
Tn + Yn
si se Inmultesc cu un numar complex o dupa regula:
QAT
QAT
alr >= , (4.5)
ax,
Cea mai simpla baza in acest spatiu o formeaza vectorii:
1 0 0
0 1 0
ep>= | 0 eo>=| 0 ... en>=| 0 | (4.6)
0 0 1

In formula de descompunere (4.2) a unui vector oarecare dupi
vectorii bazei (4.6), coeficientii sunt chiar numerele z;, (k = 1,n).
Spatiul C™ este important deoarece toate spatiile complexe n-
dimensionale sunt izomorfe cu spatiul C™.

4.1.2 Spatii unitare si spatii Hilbert

Un spatiu unitar (sau euclidian) este un spatiu vectorial in
care este definit produsul scalar. Notam deocamdata produsul
scalar al vectorilor |p; > si |pe > prin (|1 >, |p2). Prin definitie,
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produsul scalar este numarul complex asociat unei perechi or-
donate de vectori si care satisface axiomele:

e (lp >.Ip) > 0 pentru orice [p ># 0 >, (jp >,]p) = 0 <
lp >= |0 >

e (o >,Ix>)=(x >,|p >)* (* reprezintd complex conjugatul
unei marimi)

o (loz > ailpr > +aslps >) = ailles >, [p1 >) + ax(|es >
7|902 >)

A treia proprietate exprima liniaritatea produsului scalar in al
doilea factor. Daca se combina proprietatile a treia cu a doua,
rezulta antiliniaritatea produsului scalar in primul factor:

o (aufpr > +alps >, lps >) = a*([p1 >, |ps >) + az(|ps >
7|903 >)

Definim norma (sau lungimea unui vector) numarul real:

lell = V(I >, [ >) (4.7)

deci, spatiul euclidian este un spatiu normat. Doi vectori ai unui
spatiu unitar sunt ortogonali daca:

(lp1 >, g2 >) =0 (4.8)

iar o multime de vectori constituie un sistem ortogonal de vec-
tori daca oricare doi vectori din multime sunt reciproc ortogonali.
Un sistem ortogonal de vectori este un sistem ortonormat daca
fiecare vector din sistem este normat, iar norma este finita.
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O proprietate fundamentala a produsului scalar o constituie ine-
galitatea Schwarz-Cauchy:

(>, Ix =) < llell x| (4.9)

semnul egal realizandu-se daca si numai daca vectorii |¢ > si [y >
sunt liniar-dependent;.

In spatiul unitar se poate introduce si o metrica, definind dis-
tanta dintre doi vectori |y > si |[¢) > prin:

d=|Ix =¥l = Vx>~ > [x > ¢ >) (4.10)

deci orice spatiu unitar este si un spatiu metric.

Spatiul C™ (definit in paragraful anterior) devine un spatiu uni-
tar, numit spatiul euclidian n-dimensional, prin introducerea
produsului scalar:

(Jo >y >= Y wiun (4.11)
k=1

Un spatiu important pentru mecanica cuantica este spatiul eu-
clidian format din totalitatea seturilor numarabile de o infinitate
de numere complexe de forma:

x

4]
T >= (4.12)
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pentru care :
D Jal* < o0 (4.13)
k=1

Suma a doi vectori si produsul unui vector cu un numar complex
se definesc la fel ca in spatiul C", iar produsul scalar este definit
prin:

o0
(Jz > ly >) =Y iy (4.14)
k=1
Vectorii |e; >, |ea >, ......... care au numai unul din numerele din

set egal cu 1 gi celelalte sunt egale cu zero, formeaza o baza a
spatiului.

De asemenea, un interes deosebit il prezinta spatiul liniar infinit-

dimensional format din toate functiile complexe continue f(x)
definite pe axa reala, pentru care:

/_OO ()2 < o0 (4.15)

o0

In acest spatiu, produsul scalar este definit prin:
(o= [ P (1.16)

In descrierea datd de Mecanica cuanticd unei particule fara spin
se foloseste spatiul functiilor de unda, un spatiu unitar infinit-
dimensional. Elementele sale sunt functii continue de trei variabile
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spatiale gi una temporala (7, t) = ¢(x,y, z, t), functii diferentia-
bile si integrabile in modul patrat:

///w(m)ﬁdv < o0 (4.17)

iar produsul scalar a doua functii este definit prin:

(v, 0) = / / / V*pdV (4.18)

Un spatiu unitar (euclidian) infinit-dimensional este, prin defi-
nitie, un spatiu Hilbert daca el este si un spatiu complet,
adica daca orice gir Cauchy al sau tinde catre un element limita
apartinand spatiului.

Spatiul functiilor de unda, de interes pentru Mecanica cuantica,
nu este un spatiu complet, dar poate fi pus intr-o legatura stransa
cu un spatiu Hilbert (prin inlocuirea integralei Riemann cu inte-
grala Lebesgue), astfel incat, in continuare vom utiliza denimirea
de spatiul Hilbert al functiilor de unda.

Intr-un spatiu Hilbert un sistem ortonormat de vectori este un
sistem complet de vectori daca singurul vector ortogonal pe
toti vectorii setului este vectorul nul. Un astfel de sistem ortonor-
mat i complet de vectori |e; >, |ex >, |eg >, ....]e, >, .... (definiti
prin relatia 4.6) este denumit si baza ortonormata a spatiului
Hilbert. Data fiind o baza ortonormata {|e, >}°°,, putem dez-
volta orice vector al spatiului Hilbert dupa vectorii bazei (vezi
relatia 4.2):

[ >=>culen > (4.19)
n=1
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unde coeficientii ¢,, sunt definiti prin produsul scalar:
cn = (len >, [ >) (4.20)

Norma vectorului |¢) > (4.7) se poate scrie atunci:

1117 = leal? (4.21)
n=1

4.1.3 Operatori liniari. Operatii cu operatori
liniari
Prin definitie, un operator intr-un spatiu liniar pune in corespon-

denta fiecarui vector al spatiului un alt vector al acestuia; il vom
nota A:

) >= Alp > sau |1 >=|Ap > (4.22)

Vom presupune in continuare ca operatorii cu care lucram sunt
definiti in intreg spatiul liniar.

Prin definitie, un operator este liniar daca:

A(crlor > +ealps >) = a1 Alpr > +eaAlpa > (4.23)
pentru orice vectori |p; >, §i |po > §i orice numere complexe ¢;
si co. In Mecanica cuantica se intalnesc si probleme care cer uti-
lizarea operatorilor antiliniari. Acestia se definesc prin relatia:

Bley|pr > +ealgs >) = ¢ Blgr > +5Blps > (4.24)
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Orice operator liniar transforma vectorul nul |0 > in el insusi:
A0 >=10> (4.25)
De asemenea, in fiecare spatiu liniar sunt definiti urmatorii oper-

atori liniari particulari:

e operatorul unitate I cu actiunea f|ga >= |¢ >, pentru orice
vector |p >

e operatorul zero 0 cu actiunea O|¢ >= |0 >, pentru orice
vector |¢ >

Cu operatorii liniari se pot efectua trei operatii, al caror rezul-
tat este tot un operator liniar, gi anume:

e suma a doi operaori A si B, notata C = A+ B si definita
prin modul de actiune:

Cle >= Alo > +B|p > (4.26)

e inmultirea unui operator cu un numar complex )\, notata
C = M\A si definita prin modul de actiune:

C = MAlp >) (4.27)

e inmultirea a doi operatori A si B, notata C' = AB si definita
prin:

Cle >= A(B|p >) (4.28)
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Ordinea factorilor intr-un produs de operatori este importanta
deoarece, in general, AB # BA. Se introduce operatorul comu-
tator a doi operatori liniari:

C=AB—-BA= A B| (4.29)

notat cu ajutorul unor paranteze drepte si care joaca un rol im-
portant in Mecanica cuantica.

Daca pentru un operator liniar A existd un alt operator B cu
proprietatea:

AB=BA=1 (4.30)

atunci se spune ca operatorul A este nesingular, iar operatorul
B se numeste inversul operatorului A. Conform acestei relatii
de definitie, inversul inversului unui operator este chiar operatorul
insusi:

A

(A Ht=A (4.31)

Daci operatorul B cerut de relatia (4.30) nu exista, se zice ca
operatorul A este singular. O caracteristica a unui operator sin-
gular este aceea ca exista unul sau mai multi vectori ai spatiului,
diferiti de vectorul |0 >, pe care actiunea operatorului ii trans-
forma in vectorul |0 >:

Alp >=10 >, |p ># |0 > A operator singular  (4.32)

Fie un operator liniar A ce actioneaza intr-un spatiu unitar si fie
produsul scalar (|p >, A|ip) >) care, in notatia Dirac se scrie:

(lp >, Al >) =< p|A[p >=< ¢|(A]v >) (4.33)

174



unde vectorul 7 < ¢|” se numegte vector ”bra”. Pe baza teoremei
lui Riesz se poate scrie egalitatea:

(lp > Al >) = (Ix >, | >) (4.34)

Se observa ca prin aceasta egalitate se stabileste o corespondenta
intre doi vectori "ket” pe care o vom nota:

Ix >= AT|p > (4.35)

unde operatorul AT se numeste adjunctul (conjugatul) opera-
torului A. Operatorul adjunct A" are urmatoarele proprietati:

o (ANt =A

o (A+B)t = At + Bt
o MA)T = N AT

e (AB)" = Bt At

Operatorii care se bucura de proprietatea
A=A" (4.36)

se numesc operatori autoadjuncti sau hermitici.

Fie doi vectori "ket” fixati, |u > si |[v > intr-un spatiu Hilbert
si fie un operator liniar A definit prin modul de actiune asupra
unui "ket” | >, prin intermediul vectorilor "ket” fixati:

Alp >=<vlp > |u> (4.37)

Se observa ca actiunea operatorului A d& un vector proportional
cu |u >, coeficientul de proportionalitate fiind < v|p >.
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Vom considera in continuare actiunea operatorului A asupra unui
vector "bra” | >:

< P|A =< Ylu >< v (4.38)

adica, actiunea operatorului A transformé vectorul ”bra’ < |
Intr-un vector proprotional cu < v|, coeficientul de proportiona-
litate fiind numarul < ¢ju >. Avéand in vedere aceasta ultima
relatie precum §i notatia pentru produsul scalar (4.33), apare
adecvata notarea operatorului A prin:

A=|u>< (4.39)

Se defineste, in particular, operatorul:

A

P,=<ulu> cu <ulu>=1 (4.40)

si se numegte proiectorul pe subspatiul unidimensional subantins
de vectorul |u > sau de vectorul < u|. Acest operator se bucura
de proprietatea de idempotenta, caracteristica oricarui operator
de proiectie:

P2=P, (4.41)

u

4.1.4 Operatori unitari
Prin definitie un operator U este unitar daci:
UUr =00 =1 (4.42)

Conform definitiei, operatorii unitari sunt operatori nesingulari
(vezi paragraful precedent) iar inversul lor coincide cu adjunctul
lor:

U'l=U" (4.43)



Proprietatea fundamentala a operatorilor unitari este aceea de
conservare a produsului scalar:

< p1lpy >=< Upy|Upy > (4.44)

De asemenea sunt adevarate urmatoarele proprietati:

e produsul dintre un numar complex A si un operator unitar este
un operator unitar numai daca |A\| = 1

e produsul a doi operatori unitari este intotdeauna un operator
unitar

4.1.5 Problema cu valori proprii asociata unui
operator hermitic

Fie un operator liniar /1, definit intr-un spatiu Hilbert. Prin
definitie, numarul @ (in general complex) este valoarea pro-
prie a operatorului A daci existd un vector al spatiului Hilbert
|u > |0 > care satisface ecuatia:

Alu >=alu >, |u >€ spatiului Hilbert (4.45)

Vectorul |u > se numegte vector propriu (sau caracteristic) al
operatorului A. In aplicatiile concrete, pentru a defini multimea
vectorilor proprii ai unui operator, ecuatia (4.45) este suplimen-
tata cu unele conditii restrictive asupra vectorilor, numite conditii
de regularitate si care sunt precizate pentru fiecare caz concret.
Ecuatia (4.45) definegte orice vector propriu pana la un factor
multiplicativ arbitrar.

Multimea valorilor proprii este numita spectrul valorilor pro-
prii ale operatorului. Daca unei aceleiagi valori proprii a 1i
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corespund mai multi vectori proprii liniar-independenti, valoarea
proprie este degenerata, iar numarul vectorilor proprii liniar-
independenti reprezinta ordinul degenerarii valorii proprii. Da-
ca unei valori proprii 1i corespunde un singur vector propriu,
atunci valoarea proprie este nedegenerata.

Multimea vectorilor proprii "ket” care satisface ecuatia cu val-
ori proprii (4.45) pentru o aceeasi valoare proprie a formeaza un
subspatiu, numit subspatiul asociat valorii proprii a a carui
dimensiune coincide cu ordinul degenerarii valorii proprii a.

In Mecanica cuantica vom intalni problema cu valori proprii nu-
mai pentru operatori hermitici (A = A™). In acest caz, ecuatia
(4.45) are urmatoarele doua proprietati importante:

e valorile proprii ale operatorilor hermitici sunt numere reale si
sunt date de relatia:

< ulAlu >
a=——

4.46
< uju > (4.46)

e vectorii proprii corespunzatori la valori proprii diferite sunt or-
togonali

Daca spectrul valorilor proprii ale operatorului A constd din val-
ori proprii pentru care exista vecinati in care nu se gasesc alte
valori proprii, atunci spectrul valorilor proprii ale operatorului A
este un spectru discret. Spectrul valorilor proprii ale opera-
torului A ce satisface ecuatia cu valori proprii (4.45) poate fi si
un spectru mixt, adica un spectru format din portiuni de spec-
tru discret i din portiuni de spectru continuu (portiuni pentru
care in vecinatatea oricat de mica a unei valori proprii se gasesc
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intotdeauna o infinitate de alte valori proprii).

Admitem fara demonstratie, urmatoarele rezultate extrem de im-
portante pentru Mecanica cuantica, referitoare la problema cu
valori proprii in sens generalizat, pentru un operator hermitic:

e valorile proprii sunt reale gi formeaza in general un spectru
mixt

e vectorii proprii corespunzatori la valori proprii din portiunea
discreta au norma finita si deci apartin spatiului Hilbert

e vectorii proprii corespunzatori la valori proprii din portiunea
continua a spectrului nu au norma finita, deci nu apartin spatiului
Hilbert

In conformitate cu cele trei afirmatii anterioare vom adopta ur-
matoarele notatii pentru valorile proprii:

e a, n=1,2 .. in spectrul discret
e a(a) (g < a < ay) in spectrul continuu

Vectorii proprii se caracterizeaza de obicei prin mai multi indici,
pentru ca valorile proprii sunt degenerate. Vom nota prin |nr >
sau cu |ty >, r = 1,2, ...g,, vectorii proprii corespunzatori valorii
proprii a,,, degenerata de ordin g,. Cel de-al doilea indice r apare
ori de cate ori valoarea proprie este degenerata. Vom nota cu
las > (s = 1,2, ....) vectorii proprii corespunzatori valorii proprii
a(a). Indicele s este folosit pentru a descrie degenerarea care in
spectrul continuu este in general de ordin infinit.

Desi vectorii proprii ai spectrului continuu nu pot fi normati, ei
pot satisface o conditie e ortonormare in sens generalizat. Ad-
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mitem urmatoarele proprietati de ortonormare ale vectorilor pro-
prii ai unui operator hermitic:

e in spectrul discret
< nrnr’ >= 6,0, (4.47)

ceea ce Ilnseamna ca, pe de-o parte vectorii proprii corespunzatori
la valori proprii diferite sunt ortogonali si ca vectorii proprii au
norma finita (care poate fi facuta 1), iar pe de alta parte vectorii
proprii corespunzatori la aceeasi valoare proprie pot fi intotdeauna
alesi ortogonali intre ei

e orice vector propriu corespunzator unei valori proprii din spec-
trul discret este ortogonal pe un vector propriu corespunzator unei
valori proprii din spectrul continuu:

< nrjas >=0 (4.48)

e in spectrul continuu, prin alegerea convenabila a unui factor
multiplicativ in expresia fiecarui vector propriu, se poate asigura
valabilitatea relatiei:

< as|ld's’ >=d,00(a —a) (4.49)

unde 0(a — o) este functia lui Dirac (vezi Anexa B). Propri-
etatea (4.49) se numeste proprietatea de ortonormare in scara
parametrului s, in sens generalizat.

4.1.6 Observabile

Vom considera in continuare operatorii hermitici care admit un
sistem complet de vectori proprii. Acesti operatori vor fi denumiti
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si observabile.

Observatie: marimile care pot fi masurate pentru o particula
cuantica (sau sistem cuantic) sunt denumite marimi fizice sau
marimi observabile (impulsul, pozitia, momentul cinetic, en-
ergia, momentul magnetic...). Ele sunt de obicei marimi cu care
operam si clasic i pe care le masuram folosind aparate macro-
scopice, deci le determinam in urma interactiei dintre un sistem
cuantic si un sistem care asculta de legile clasice. Starea unui
sistem cuantic se manifesta in rezulutatele pe care le obtinem
la masurarea observabilelor sale.

Raspunsul obtinut la masurarea unei observabile nu este univoc
determinat de conditiile de experienta - sistemul cuantic asculta
de legi statistice. Statisticele observabilelor unui sistem cuan-
tic sunt singurele proprietati ale sale pe care le putem determina
experimental. Deci, starea unui sistem cuantic se identifica
cu totalitatea statisticilor observabilelor sistemului.

Coincidenta denumirilor pentru marimile fizice gi pentru opera-
torii hermitici amintiti mai sus, nu este intamplatoare (vezi prin-
cipiul IT al Mecanicii cuantice).

Faptul ca un operator hermitic A admite un sistem complet de
vectori proprii permite dezvoltarea oricarui vector |1) > al spatiu-
lui Hilbert in forma generalizata (spectrul mixt):

0o gn as OO
| >= chnr|n,7" > +/ 2 ans|oz, s > da (4.50)
n=1 r=1 o1 =1

unde coeficientii dezvoltarii sunt dati de relatiile:

Cpr =< r|1) > Cas =< as|tp > (4.51)
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dupa cum rezulta din proprietatile de ortonormare. Daca vom
inlocui relatia (4.51) in relatia (4.50) vom ajunge la o relatie im-
portanta:

o0

[ee) adn a9 .
ZZ |nr >< nr| +/ Z las >< as| =1 (4.52)
a1 s=1

n=1 r=1

ceea ce exprima relatia de completitudine a sistemului de vec-
tori proprii ai operatorului A. Patratul normei vectorului [¢) >
este dat de relatia Bessel:

oo gn ap O
<Pl >=>"N ew + / D [casl*da (4.53)
n=1 r=1 a1 og—1

Fie doui observabile A si B si fie C' comutatorul acestora definit
conform relatiei (4.29). Daca C' = 0, atunci observabilele se
numesc compatibile, iar daci C # 0 observabilele se numesc
incompatibile. Pentru aplicatiile Mecanicii cuantice este de-
osebit de importanta urmatoare teorema: conditia necesara si
suficientd ca dous observabile A si B si comute este ca
ele sa admita un sistem complet comun de vectori proprii.

Conform acestei teoreme, in cazul particular in care o valoare
proprie a operatorului A este nedegenerata

Ala >= ala >, (4.54)

vectorul propriu unic care-i corespunde trebuie sa fie vector pro-
priu i pentru operatorul B. Intr-adevar, daca aplicam operatorul
B ecuatiei precedente, vom obtine, pe baza comutarii:

B(Ala >) = A(Bla >) = aBla > (4.55)
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deci, pentru ca a este valoare proprie nedegenerata, rezulta:
Bla >= \a > (4.56)

Daca valorile proprii a si b sunt degenerate, vectorii proprii ai
celor doi operatori nu sunt univoc determinati si deci nici sistemul
complet de vectori din teorema nu este univoc determinat. Con-
siderand 1nsa mai multe observabile compatibile doua cate doua
A, E’, C’,..., se poate ajunge in situatia in care vectorii proprii
comuni sa fie univoc determinati (pana la factori multiplicativi).

Prin definitie, observabilele A, E, é, ... formeaza un sistem
complet de observabile daca:

e oricare doi dintre operatori comuta (observabile compatibile)
e la oricare combinatie de valori proprii fixate a, b, ¢, .... ale
operatorilor corespunde un vector propriu comun unic |abc >.

4.1.7 Reprezentarea matriciala a vectorilor si
operatorilor

Fie un spatiu unitar si fie
ler >, lea >, les >, ....]en >, ... (4.57)

un sistem complet ortonormat de vectori din acest spatiu. Pen-
tru simplificare vom considera ca multimea de vectori (4.57) este
numarabila, iar conditia de ortonormare se va scrie:

< ei|€k >= 5zk (458)

Relatiile pe care le vom stabili se pot generaliza usor la cazul
in care multimea (4.57) nu este numarabild. Completitudinea
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sistemului (4.57) se manifesta prin relatia (4.52) aplicata in acest
caz:

o)

D len><en =1 (4.59)

n=1

Orice vector al spatiului unitar poate fi descompus, dupa vectorii
bazei, in forma:

| >= ch|en > oy =<en|th > (4.60)
n=1

Cunoagterea vectorului 1) > este echivalenta cu cunoasgterea tu-
turor numerelor c,,:

[ > {enfity (4.61)

Se spune ca numerele ¢, caracterizeaza vectorul [¢p > in re-
prezentarea sistemului complet de vectori {e,}> ;. Nu-
merele ¢, se plaseaza intr-o coloana care are forma, in cazul infinit-
dimensional:

1

C:
= . (4.62)

Relatia (4.62) scrisa cu ajutorul vectorului "bra” < 1| este:
<¥| =) ¢ <el (4.63)
n=1
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deci, vectorul < 1| este caracterizat in reprezentarea {|e, >},
prin coeficientii ¢, care pot fi convenabil plasati intr-o matrice-
linie (infinita in general):

<Yl =(cf & c......) (4.64)

Produsul scalar a doi vectori |¢) > i |¢ >

[ >=>calen > o >= dyle, > (4.65)
n=1 n=1

are expresia cunoscuta:
<Yl >=(c] ¢ ... )| 2 (4.66)

Fie un operator liniar oarecare A. Actiunea sa asupra oricarui
vector este determinata de actiunea asupra vectorilor unui sistem
complet de vectori. Daca vom considera acest sistem ca fiind
sistemul ortonormat (4.52), atunci actiunea operatorului A este:

Alen >=> " Agaler > (4.67)
k

unde numerele A, se numesc elementele de matrice ale o-
peratorului A in reprezentarea sistemului complet de vectori
{lex >1}22,. Din ultima relatie, daca se tine cont de conditia de
ortonormare (4.58), rezulta:

A, =< ek\fllen > (4.68)
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Totalitatea numerelor Ay, se plaseaza intr-o matrice patratica cu
o infinitate de linii §i coloane:

AH A12 .....
Ao | An Ay .o (4.69)

Sunt valabile urmatoarele proprietati:

e relatiilor algebrice dintre vectori ("ket” sau ”"bra”) le corespund
aceleasi relatii intre matricile asociate

e orice ecuatie vectoriala
o >= Alyp > (4.70)

cu
0 >=> calen > o >= diles >
n k

este echivalenta cu ecuatia matriciala:

d1 All A12 ..... C1
dy | = An Az ... C2 (4.71)

adica cu egalitatile:

e relatiilor algebrice intre operatori:

~

C=A+B C=dA C=AB (4.73)
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le corespund respectiv ecuatiile matriciale:

Cij = Aij + Bj;
Cij = CLAZ']‘ (474)
Cij = Z Air By
P

e matricea asociata operatorului unitate I este matricea unitate
(elementele de pe diagonala sunt egale cu 1 iar celelalte sunt zero):

Ijk =< €j’f|€k >=< ej|€k >= 5jk (475)

e unui operator hermitic ii corespunde o matrice hermitica (adica
o matrice care coincide cu complex-conjugata transpusei ei):

A =< em|Alen >=< en| AT e >*=< e,|Ale,, >*= A* (4.76)

e unui operator unitar U ii corespunde o matrice unitara:

UUY =00 =1-) Ul =0kmi Y UnpUnm = Ouki77)
n n

In cazul finit-dimensional putem calcula intotdeauna determinan-

tul unei matrici. Daca el este diferit de zero atunci matricea este
nesingulara. Pentru matricile unitare (4.77) rezulta:

\det U| = 1 (4.78)

De obicei, ca vectori ai sistemului ortonormat complet (4.57) se
iau vectorii proprii au unui operator hermitic A:

|€k >= |uk > fl|uk >= ak|uk > (479)
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Matricea asociata oricarui operator in reprezentarea vec-
torilor sai proprii este diagonala deoarece:

Apn =< uplalu, >= a, < up|t, >= an0mn (4.80)

iar pe diagonala ei figureaza chiar valorile proprii ale o-
peratorului.

4.2 Principiile mecanicii cuantice

Legile generale ale comportarii sistemelor atomice sunt descrise
in forma unor principii (postulate) ale Mecanicii cuantice. Ex-
primarea legilor Mecanicii cuantice nu se poate face fara folosirea
unui limbaj matematic abstract. In cadrul principiilor sunt prezen-
tate atat formalismul de lucru cat gi interpretarea formalis-
mului, adica modul in care din marimile cu care opereaza teoria
se extrag rezultate cu semnificatie fizica.

4.2.1 Principiul I (principiul starilor)

Enunt: starea oricarui sistem fizic la un moment dat este descrisa
de unul sau mai multi vectori normati dintr-un spatiu Hilbert

|w1 >, ‘wg >, |¢K > < T/Jka >=1 k= L—K (4.81)

impreuna cu ponderile asociate py, po, ....px, numere pozitive si
subunitare (0 < pr < 1) pentru care

K
d =1 (4.82)
k=1

Observatii si consecinte
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e Vectorii care descriu starea sistemului fizic se numesc vectori
de stare, iar spatiul Hilbert caruia ii apartin se numeste spatiul
starilor.

e Vectorii de stare constituie generalizarea functiilor de unda
(7, t) intalnite in paragraful (4.1.2), folosite pentru descrierea
comportarii cuantice a unei particule fara spin. Functia de unda
este interpretata ca o amplitudine de probabilitate de localizare
a particulei. Ea este continua gi integrabila in modul patrat, iar
patratul amplitudinii reprezinta densitatea de probabilitate de lo-
calizare. Conditia de normare pentru functia de unda se scrie
explicit:

/ (7, 8)|2dV = 1 (4.83)

si ne arata ca, probabilitatea pentru a gasi particula in spatiu la
momentul ¢ este egala cu 1, adica reprezinta certitudinea. Pro-
dusul scalar a doua functii de unda este definit prin:

<yl >= / (Pl dr (4.84)

Spatiul starilor se schimba odata cu sistemul fizic studiat. Pentru
un sistem de N particule fara spin, daca vom nota cu 7y, 7a, ....TN
vectorii lor de pozitie fata de un sistem fix de axe, atunci vectorii
de stare sunt functii continue de aceste coordonate si de timp

(1, T2, TN ) (4.85)

normabile, pentru care conditia generala (4.83) se scrie:

/ ...... / |¢(F1,F2FN,t)|2d‘/1d‘/édVN =1 (486)
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e Vectorii de stare pentru un sistem de una sau mai multe par-
ticule pot fi alegi nu numai in functie de coordonatele de pozitie.
Orice particularizare a vectorilor de stare inseamna alegerea unei
baze in spatiul starilor, ceea ce oglindegte anumite ipoteze asupra
sistemului studiat, bazate in ultima instanta pe cunoasterea sa
experimentala.

e Principiul I nu formuleaza restrictii asupra vectorilor de stare,
deci, orice vector al spatiului starilor ar putea figura printre vec-
torii de stare; in particular, daca |p; > si |p2 > sunt vectori de
stare, atunci si vectorul

[ >= ci|pr > +eal o2 > (4.87)

(¢1, o numere complexe) este un vector de stare. Astfel, prin-
cipiul I implica valabilitatea in Mecanica cuantica a principiu-
lui de suprapunere a starilor, proprietate ceruta de analiza
experientelor de difractie.

Rostul vectorilor de stare este sa descrie proprietatile starii sis-
temului, adica sa descrie statistica oricarei observabile a sistemu-
lui. Experinenta conduce la concluzia ca exista doua situatii dis-
tincte:

- cazul starilor pure, caz in care proprietatile sistemului rezulta
dintr-un singur vector de stare a carui pondere este egala cu 1

- cazul starilor mixte, caz in care sunt necesari mai multi vec-
tori de stare impreuna cu ponderile lor, pentru descrierea starii
(cel mai frecvent intalnit in practica).
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4.2.2 Principiul 11

Enunt;:

a. Oricarei marimi observabile A a unui sistem fizic 1i corespunde
un operator hermitic A ce actioneaza in spatiul starilor asociat
sistemului fizic, operator care admite un sistem complet de vec-
tori proprii.

b. Valorile proprii ale operatorului asociat unei observabile repre-
zinta singurele valori pe care le poate lua observabila respectiva
in conditiile experimentale create de masurarea ei.

c. Operatorii Qk si Pk, corespunzatori coordonatelor carteziene
de pozitie ¢ i respectiv impulsurilor conjugate py pentru un sis-
tem de particule, se construiesc in aga fel incat sa fie respectate
relatiile operatoriale:

[Q;,Qul =0 [P, P =0 [P;,Q]=—ihdul  (4.88)

d. Pentru observabilele (energie, moment cinetic orbital) care in
cazul clasic sunt functii de variabilele dinamice, operatorul core-
spunzator in Mecanica cuantica se obtine inlocuind, in expresia
clasica a observabilelor, variabilele canonice prin operatorii atasati
lor. In cazul in care observabilele nu sunt functii de variabilele di-
namice, se va recurge la alte consideratii pentru a stabili expresia
operatorului asociat.

Observatii si consecinte

e Conform afirmatiei b, valorile proprii ale operatorului asociat
unei observabile au o semnificatie fizica directa. Valorile proprii
ale unui operator se obtin din rezolvarea ecuatiei cu valori proprii
(4.45) pentru care sa cauta solutii ce satisfac conditiile de regula-
ritate specifice. Interpretarea data valorilor proprii este sprijinita
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de faptul ca spectrul de valori proprii al unui operator hermitic
este format din numere reale.

De asemenea, prin afirmatia b se explica cuantificarea unor ma-
rimi fizice (cele pentru care spectrul se valori proprii al operatoru-
lui asociat este discret) si necuantificarea altora (spectrul continuu
de valori proprii).

In legatura cu valorile pe care le poate lua o observabila, este
posibila o comparatie directa intre teorie si experienta, din care sa
rezulte corectitudinea operatorului asociat unei observabile con-
crete precum si nsasi corectitudinea formalismului in care mari-
mile observabile sunt reprezentate prin operatori hermitici.

Referitor la ecuatia cu valori proprii (4.45), se observa ca o-
peratorul A si valoarea proprie a au aceeasi dimensiune, ceea
ce Inseamna, conform principiului II, ca operatorul asociat unei
marimi fizice are dimensiunea marimii pe care o reprezinta.

e Referitor la afirmatia c, se poate sublinia ca, intre Mecacnica
cuantica si cea clasica exista o legatura puternica ce se reflecta in
structura formala a Mecanicii cuantice. Dirac a emis ipoteza ca
in Mecanica cuantica trebuie sa existe o operatie care sa implice
operatorii asociati a doua observabile, al carei corespondent in
Mecanica clasica sa fie operatia de construire a parantezei Pois-
son pentru marimile fizice clasice respective.

Paranteza Poisson a doua marimi observabile ce depind de vari-
abilele canonice p si ¢ are expresia data de relatia (3.62) (din
capitolul anterior ) si se bucura de proprietatile deja amintite de
liniaritate in factori, antisimetrie, identitatea lui Jacobi. In par-
ticular, parantezele Poisson pentru variabilele canonice p si ¢ au
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expresiile date de:

g,y =0 A{pjpe} =0 {pj,a} = dj (4.89)

Proprietatile parantezelor Poisson caracterizeaza si operatia de
formare a comutatorului a doi operatori liniari, definita prin rela-

tia (4.29):

[B,A] = BA— AB = —[A, B] antisimetrie (4.90)

(a1 Ay + Ay, B] = ay[Ay, B] 4 aa[Ag, B] liniaritate (4.91)
[AB,C] = A[B,C] +[A,C)|B (4.92)

[[A, B],C]+[|B,C], Al + [[C,A],B] = 0 identitatea Jacol{it.93)

Similitudinea proprietatilor parantezei Poisson a doua observabile
si ale comutatorului operatorilor asociati face plauzibila punerea
in corespondenta a acestor marimi. Exista insa o deosebire de care
va trebui sa tinem seama: in timp ce paranteza Poisson a doua
functii reale este tot o functie reala, comutatorul a doi operatori
hermitici nu este un operator hermitic, ci unul antihermitic:

A BI* = (AB — BAY" = BYA* — A*B* = —[A.B] (4.90)
Se observa ca, daca se inmulteste comutatorul cu numarul ima-

ginar ¢ = 4/—1, se obtine un operator hermitic. Deci, nu este
nefiresc sa se stabileasca o corespondenta intre paranteza Poisson
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{A, B} si comutatorul i[A, B]. Trebuie doar s& intervind un fac-
tor de proportionalitate care sa asigure aceleagi dimensiuni can-
titatilor puse in corespondenta. Acest factor pentru comutatorul
operatorilor este chiar constanta Planck redusa h.

In particular, pentru A = ¢; si B = ¢, rezulta corespondenta:

{50} = 5105, Q4 (4.95)

Analog, pentru A = p; si B = py, obtinem conditia:
[Py, P =0 (4.96)
Pentru A = p; si B = ¢, deoarece {p;, s} = d, corespondenta:

l

{pj> @} < El[P]? Q] (4.97)
conduce la realatia:
. oo
[P, Qu] = ~ 0l (4.98)

e Procedeul indicat de principiul II (afirmatia d) de inlocuire a
variabilelor canonice prin operatorii asociati lor in expresia cla-
sica a unei marimi fizice, permite construirea operatorilor asociati
oricarei observabile cu corespondent clasic.

4.2.3 Principiul ITI (principiul interpretarii sta-
tistice)

A. Cazul pur
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Enunt: la o masurare a observabilei A, efectuata la momentul ¢,
in starea pura descrisa de vectorul de stare [¢) >, probabilitatea
ca rezultatul sa fie o valoare proprie a, din spectrul discret al
operatorului asociat observabilei este:

gn 9n
plan) =D lewl> =D | <nrlp > ? (4.99)
r=1 r=1

iar probabilitatea de a gasi un rezultat cuprins in intervalul (a, a+
da) din spectrul continuu este:

dp= (3" leasl)da =" | < asly > [*da (4.100)

Observatii si consecinte

o In enuntul principiului IIT al Mecanicii cuantice s-au respectat
notatiile din paragraful 4.1.5 referitoare la vectorii proprii pentru
spectrul discret si respectiv continuu pentru cazul general in care
valorile proprii sunt degenerate.

e Principiul III exprima in mod explicit previziunile statistice ale
Mecanicii cuantice, previziuni ce rezulta din vectorul de stare. In
afara de vectorul de stare trebuie cunoscuti operatorul A asociat
observabilei pe care o studiem, valorile si vectorii proprii ai aces-
tuia.

e Statisticile observabilelor depind de timp, pentru ca si vectorul
de stare, deci coeficientii ¢,, si c.s, dati de relatia (4.51) depind
de timp.

Conditia de normare a vectorului de stare descompus dupa sis-
temul complet de vectori proprii ai operatorului A asociat observ-
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abilei A:
00 gn Qg
SN e+ / > feas da =1 (4.101)
n=1 r=1 ar g=1

se transcrie, pe baza principiului I1I, sub forma:

Zp(an) + /dp =1 (4.102)

Astfel, se asigura conditia de normare a probabilitatilor, venind
in sprijinul interpretarii formulate de principiul I1I.

e Valoarea medie a unei observabile

Deoarece principiile I si II ne arata ce rezultate se pot obtine
la masurarea unei observabile i cu ce probabilitati, ele permit
calcularea mediei statistice a observabilelor in fiecare stare a
sistemului fizic. Conform definitiei mediei statistice pentru o vari-
abila aleatoare z, din teoria probabilitatilor

T=<x >= anpn (4.103)

si tinand seama de interpretarea statistica a rezultatelor in Mecanica
cuantica, avem:

9gn

A= "auplay) + /a dp(a) = anlea |’ +

n r=1

/ Z alcqs|*da (4.104)
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Folosind expresiile (4.51) pentru coeficientii ¢,, §i ¢,s obtinem:

gn
A= ZZancm < lAlnr > +

n r=1

/Zacas < h|Alas > da (4.105)

Deoarece vectorii |nr > si aes > sunt vectori proprii ai operatorului
A, putem exprima valoarea medie a unei observabile prin relatia:

gn

A= chm < Y|Alnr > —|—/an8 < h|Alas > do(4.106)

n r=1

Daca vom tine cont de liniaritatea produsului scalar in al doilea
factor, precum si de liniaritatea operatorului A, expresia prece-
denta se poate scrie sub o forma foarte simpla:

A=< |Alp > (4.107)

Formula (4.107) ne arata ca, daca tinem cont de hermiticitatea
operatorului A, A este un numar real, In acord cu interpretarea
marimii fizice A.
B. Cazul mixt
Daca sistemul fizic se afla intr-o stare mixta, atunci, pentru de-
scrierea proprietatilor sale, adica a statisticilor observabilelor sale,

nu este suficient un singur vector de stare. Statisticile observa-
bilelor, in acest caz nu pot fi descifrate decat ca o suprapunere
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a unor statistici care fiecare in parte rezulta dintr-un vector de
stare si intervin cu anumite ponderi.

Enunt: la masurarea observabilei A, efectuata la momentul ¢,
in starea descrisa de vectorii de stare [1); >, [y >, ....... |k > si
ponderile py, ps, ....px, probabilitatea ca rezultatul sa fie o valoare
proprie a,, din spectrul discret este data de:
K gm
plam) = pp Y| < mrley > | (4.108)
k=1 r=1

iar probabilitatea de a gasi un rezultat in intervalul (a, a + da)
din spectrul continuu este:

K

dp = pe(D_| < asly > [)da (4.109)

k=1 s

Observatii si consecinte

e Afirmatiile principiului I1I referitoare la cazul mixt constituie o
generalizare a cazului pur: probabilitatile pentru diferitele rezul-
tate posibile se obtin prin insumarea (cu ponderi) a probabilita-
tilor din cazul unor stari pure fictive, care ar fi descrise de cate
unul din cei K vectori de stare.

e Valoarea medie a unei observabile intr-o stare mixta va fi, tinand
cont de Principiul III:

K
A= Zpk < x| Al > (4.110)
k=1
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Deci, media unei observabile intr-o stare mixta este o medie pon-
derata a valorilor medii in stari pure descrise de fiecare din vectorii
de stare.

e In cazul mixt, conditia (4.102) de normare a probabilitatilor
este asigurata de completitudinea sistemului de vectori proprii ai
operatorului A, de normarea vectorilor de stare (4.81) si de pro-
prietatea (4.82) a ponderilor.

e Pentru ca la un moment dat sa avem certitudinea rezultatului
obtinut la masurarea unei observabile A, este necesar si suficient
ca toti vectorii de stare sa fie vectori proprii ai operatorului A
atasat observabilei, pentru aceeasi valoare proprie din spectrul
discret.

4.2.4 Principiul IV (principiul evolutiei tem-
porale)

Afirmatiile continute in principiile anterioare s-au referit la starea
sistemului la un moment dat, dar, proprietatile sistemelor sunt de-
pendente de timp (statisticile observabilelor se modifica in timp).

Enunt: pentru orice sistem cuantic exista un operator hermitic
H , numit operatorul hamiltonian, astfel incat vectorii de stare
care descriu starea sistemului satisfac ecuatia diferentiala de ordin
intai in raport cu timpul:

9 X -
Zhaywk >= H|1/Jk > k=1 K (4.111)

Ponderile asociate nu depind de timp.

Ori de cate ori este posibil, operatorul hamiltonian este construit

pornind de la functia lui Hamilton corespunzatoare sistemului in
cazul clasic.
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Daca sistemul evolueaza in conditii externe independente de timp,
caz in care are sens observabila energiei, atunci operatorul hamil-
tonian coincide cu operatorul energiei.

Observatii si consecinte

e Ecuatia (4.111) se numeste ecuatia Schrodinger generaliza-
ta sau ecuatia Schridinger dependenta de timp (sau tem-
porala).

e Fcuatia Schrodinger temporala este liniara si omogena. Aceasta
asigura efectiv valabilitatea principiului de suprapunere a starilor,
posibilitate deschisa de principiul I.

e Ecuatia Schrodinger generalizata este de ordinul intai in raport
cu timpul. De aici rezulta ca, vectorul de stare la momentul initial
determina univoc vectorul de stare la un moment ulterior. Si in
cazul cuantic, la fel ca gi in cel clasic, starea la un moment dat
determina starea la un moment de timp ulterior. Observam ca si
din punct de vedere al evolutiei temporale starea se identifica cu
vectorii de unda si ponderile asociate.

e Produsul scalar a doua solutii ale ecuatiei Schrodinger general-
izate este constant in timp. Daca |ty > si [t)s > sunt doi vectori
de stare (deci satisfac ecuatia Schrodinger temporala) atunci

< P1|thg =< hi[he >y, (4.112)

In particular, dacil [, >= [, > atunci norma vectorului de
stare se conserva in timp. Daca normam vectorii de stare la
un moment initial (< |y >, = 1), atunci ei vor fi normati la
orice moment de timp ulterior (< ¥|¢p >;=1).

eln situatiile care au analog clasic, legea de evolutie se dovedeste
inrudita cu ecuatia Hamilton-Jacobi din Mecanica clasica.

Sa consideram ca exemplu o particula fara spin, de masa m, aflata
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intr-un camp de fortd care derivit din potentialul V (7,t) (F =
—VV(7,t)). Vom presupune ca forta depinde explicit de timp,
deci nu suntem in cazul conservativ. In aceste conditii, in cazul
clasic, functia:

9

p —
H=—+V(rt 4.113
L v (4113)

joaca rol de hamiltoniana. Ecuatiile de miscare, conform formal-
ismului Hamilton vor fi:

OH

pi = - 9 p=mu (4.114)
OH

i = =N 4.115

q o, g=r (4.115)

In cazul cuantic, se admite ca operatorul hamiltonian corespun-
zator situatiei descrise este:

2

R B .
H=— A+ V(i) (4.116)

adica este operatorul obtinut din hamiltoniana clasica prin subs-
titu
¢ tiile obisnuite p’ — P si ¥ — 7. Atunci, conform principiului
IV, functia de unda (7, t), care descrie o stare pura a particulei,
satisface ecuatia :

oY h?

adica tocmai ecuatia Schrodinger temporala, in forma ei initiala.

e Variatia in timp a valorii medii a unei observabile
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Valoarea medie a unei observabile A, data in cazul unei stari pure
de relatia (4.107) are in general o dependenta de timp. Derivata
madiei in raport cu timpul are o expresie simpla:

dA - 0A .
= =< Y|AlY > + < ¢|E|w >+ <YlAlYy > (4.118)

Vom inlocui in aceasta ultima relatie derivatele functiei de unda,
folosind legea de evolutie (4.111):

dA 1 !
= = __<w|HA]w>+<¢! |w>+—<w|AHW>

- < ¢| |¢ > +i < G|AH — HA[p > (4.119)

Cei trei termeni pot fi scrigi formal ca valori medii ale anumitor
operatori:
dA aA

1
dt ot ih

(A, H (4.120)

Relatia (4.120) reprezinta legea de evolutie pentru valoarea
medie a unei observabile. Ea aminteste de rezultatul mecanicii
clasice pentru derivata in raport cu timpul a unei functii oarecare
de variabilele canonice p si ¢ ale unui sistem si de timp:

dfa

f
= = g U Hal (4.121)

unde {f, Hy} este paranteza Poisson dintre functia f si functia
clasica a lui Hamilton pentru sistemul studiat.
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Relatia (4.120) este valabila si in cazul starilor mixte.
e Stari stationare

Fie un sistem care evolueaza in conditii exterioare independente
de timp. In acest caz, conform principiului IV, operatorul hamil-
tonian H coincide cu operatorul energiei. Fie vectorul de stare ce
caracterizeaza sistemul la un moment dat:

s (t) >= [t > e HPmt (4.122)

unde FE,, este o valoare proprie din spectrul discret al energiei,
iar |u, > un vector propriu corespunzator operatorului energiei
(hamiltonian) ce satisface ecuatia cu valori proprii:

Hltp >= Ep|tty, > (4.123)

Actiunea operatorului energiei asupra vectorului de stare |1y >
va fi:

Hlthyy >= e—%Emtmum >= Eplthg > (4.124)

Se verifica imediat ca vectorul de stare |1y > verifica ecuatia
Schrodinger temporala (4.111), deci [ > este o solutie a a
ecuatiei Schrodinger temporale, pentru o dependenta de timp fac-
torizata. Starea descrisa de vectorul de stare (4.122) se numeste
stare stationara si are urmatoarele proprietati:

- la orice moment de timp, [¢g(t) > este un vector propriu al

operatorului energiei (4.123), astfel incat in starea descrisa de el
energia sistemului are o valoare bine determinata
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- in starea descrisa de relatia (4.122) statistica oricarei obser-
vabile independente de timp este constanta in timp, ceea
ce conduce la urmatoarea relatie:

(A, H] =0 (4.125)

proprietate ce se verificd imediat pe baza relatiei (4.124) si a her-

......

4.2.5 Principiul V

Procesul de masurare a unei observabile este un proces de interac-
tie a unui sistem cuantic cu un aparat de masura, un sistem macro-
scopic ce asculta de legile fizicii clasice. In urma unei masuritori
sistemul cuantic ia valori bine determinate pentru unele dintre ob-
servabilele sale, conform principiilor II si III. Masuratoarea insa
modifica starea sistemului. Corectitudinea previziunilor asupra
comportarii sistemului asupra caruia s-a efectuat o masuratoare
poate fi in principiu testata prin noi masuratori.

Experienta arata ca, daca pentru un sistem masuram observabila
A si gasim rezultatul a, si imediat dupa aceea masuram din
nou observabila A obtinem acelasi rezultat a.

Enunt: daca se masoara efectiv observabila A pentru un sis-
tem fizic descris de vectorul de stare [i) > si se obtine rezultatul
a,, atunci vectorul de stare imediat dupa efectuarea masuratorii
este:

P, Y >
V< Y|P, Y >

unde P, este proiectorul pe subspatiul asociat valorii proprii.

[ >= |¢g, >= (4.126)
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Observatii si consecinte

e Enuntul principiului V de mai sus, facut pentru cazul pur se
poate extinde cu usurinta la cazul mixt.

e Principiul V afirma producerea unui salt al vectorului de stare
in urma operatiei de masurare a unei observabile, in contrast cu
evolutia continua a vectorului de stare atunci cand asupra sis-
temului nu se intervine cu aparate de masura. Rezultatul este
diferit de cel din Mecanica clasica, unde efectuarea unei masuratori
asupra unui sistem poate fi condusa astfel incat practic sa nu se
modifice starea sistemului.

Dupa masuratoare vectorul de stare evolueaza din nou continuu,
pornind de la starea (4.126), respectand ecuatia Schrodinger gen-
eralizata (4.111) atata timp cat sistemul nu mai este perturbat de
o alta masuratoare.

e Starea obtinuta in urma masuratorii este determinata nu numai
de starea anterioara masuratorii, ci si de interactia dintre sistem
si aparatul de masura, care a condus la realizarea rezultatului a,,.
Situatia aceasta este duferita de cea din fizica clasica, unde rezul-
tatele unei masuratori evidentiaza numai proprietatile sistemului
si permit determinarea starii.

e In paragraful (4.1.6) am introdus notiunea de observabile com-
patibile si incompatibile plecand de la comutatorul lor. Am vazut
ca, pentru doua observabile, conditia necesara si suficienta ca sa
fie compatibile este ca operatorii asociati sa admita un sistem co-
mun de vectori proprii. Conform principiului V, doua observabile
compatibile ce caracterizeaza starea unui sistem sunt simultan
bine determinate.
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4.3 Probleme

4.1 Folosind regulile algebrei ” bra-ket” demonstrati urmatoarele
relatii:

(a) trg)gf/) :zfr(f/)z); o
(b) (XY)! = X'Y" unde X,Y sunt doi operatori oarecare.

Rezolvare:

a. Sa consideram o baza ortonormata | a >. Conform definitiei
trasei, In reprezentarea matriceala:

tr(XY)=>» <a|XY|a>
(a)
Daca introducem un nou set complet de stari:

tr(XY) = Y 3 <al|X|d><d|Y]a>
(a) (a’)

= ZZ<@’]Y\@><CL[X|CL’>
(a) (a)

= Z <d|XY|d >
(a’)
= tr(YX)

S-a folosit faptul ca:
<a|X|d> <d|Y]|a>

sunt numere deci comuta intre ele.
Problema se poate generaliza pentru cazul a n operatori (X,,).
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Trasa produsului dintre acegtia poseda proprietatea de ciclicitate,
in sensul ca:

A A

tr( X1 Xs... X,) = tr( X, X1..Xn_1)

A A

b. Pornim de la un element oarecare al matricei transpuse (XY)* :

PR’ .
< a|<XY> |b>=<b| XY |a>"

= Y <b|X|e>"<c|Y|a>"
(c)

= Z<c|}7|a>*<b|f(|c>*
(c)

= Y <a|X'|e><c|Y'[b>
(c)

= <al XV'|b>

Ca urmare s-a demonstrat relatia:

(XY) = Xty?

4.2 Sa se demonstreze ca operatorii:.
(a) componente impuls: Py, Py, Ps;

(b) hamiltonian pentru o particula libera



sunt hermitici.
Rezolvare:

a. Un operator A este hermitic daca si numai daca:

+o0o +o0o

/u*Avd:E: / <ufl>*vd$

—0o0 —00
unde s-a considerat ca functiile u,v depind doar de coordonata x :

u = u(x)

= o(z)

In cazul in care operatorul A coincide cu operatorul impuls:

- 0
A= —ih—
! ox
se obtine:
+oo d +oo
/u* <—2h—v) de = —ih/u*dv
dx
+oo du
= —ihu*v [T —H’h/vld:v
dx
+oo d *
U
= —ih— | d
/v( 7 dx) T

Primul termen este nul deoarece descreste suficient de repede in
apropierea limitelor de integrare. S-a obtinut astfel ceea ce tre-
buia demonstrat.
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In mod similar se procedeaza si pentru celelalte doua componente.

b. Problema este rezolvata daca se verifica faptul ca operatorii:
0%/0x*, 0% /0y*, 0%/ 02*

sunt hermitici. Fie:

. o?
A = =
ox?
_
v ox
Atunci se obtine:
—+o0 “+o00
/u* @ dr = u*(?—wdx
02 N ox
+oo At
— * oo u d
wrw |T w——dz
o ' o ou
n v Oou
= — waxdx—— 3_x3xdx

Pe de alta parte membrul al doilea al conditiei de ciclicitate este:

oo 82 * +0082 * o a a *
U U U
/<@) vdr = 8x2vdx—/£<ax)vdx
+oo
_ [ou oo _ / ou* @d
N ox Y leo Oor ) Oz v
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—+00

ou*\ Ov
B _/(8x>%dx

—00

Deoarece s-a obtinut acelagi rezultat operatorul 9%/0x?este her-
mitic. La fel se procedeaza si cu 9%/0y?, 0% /922 Folosind regulile
de calcul (adunarea) intre operatorii hermitici rezultatul cerut de
punctul (b) este evident.

~

4.3 1 S4 se demonstreze urmatoarele relatii dintre operatorii A, E, C
(a) [AB,C) = A[B,C] + [A,C)B;

(b) [A,BC] = B[A,C) + [A, BIC

IT Sa se arate ca daca fl, B sunt operatori ce verifica relatia:

[[A, B],Am} —0

atunci: A X A o
[A™ B] = mAmfl[A, B]
Rezolvare:

I Folosim definitia comutatorilor:

a.

[AB,C] = A



II Demonstram valabilitatea acestei relatii prin inductie:
em=1 o o
[A, B] = [A, B]
e presupunem relatia adevarata pentru m :
LAm B = mATVA B
e demonstram pentru m + 1.

fnmuli;im relatia anterioara la stanga cu A s 1 apoi adunam
cantitatea A™ (AE — Bfl) in ambii termeni:
A, B) = A(AmB = BA™) = A1 — ABA™
— mA"(A, B) = mA (4B - BA
A, B)+ A™[A,B) = mA™ (AB - BA) + A" (AB - BA
= (m+1)A™ (AB — BA) = (m+1)A"[A, B|
Pe de alta parte, conditia problemei inseamna:
14, B], 4| = 0
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(AB — BA) A™ = Am (AB - éA)

Deci revenind in relatiile anterioare:

AA™ B+ A"[A,B] = AAmB— ABA"+ a™ (AB - BA)
= A™B - ABA™ + (AB —~ BA) Am
= A™B - ABA™ + ABA™ — BA™!
_ AMB - BAmh

Ca urmare relatia este adevarata si pentru m + 1.

[A™, B = (m+ 1) A"[A, B

4.4 Sa se demonstreze valabilitatea urmatoarelor relatii de co-
mutare:

o
d. [I°,1.] = o
unde [—operatorul moment cinetic; [,,l,,l.— componentele aces-
tuia intr-un sistem de referinta cartezian.

Rezolvare:
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= —ih {xg—;p — 82 (mﬁ)]
= —ih (xg—w — 1 — xg—ij)
= ih

[ﬁxaﬁy]¢ = ﬁzﬁy¢_ﬁyﬁx¢

= (o) (ngg) o= () ()
- ) a )

Rezultatele se pot generaliza sub forma:

ihi=j

[Gi, Dy] = ihdi; = { 0.4
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b. Momentul cinetic se calculeaza ca:
R S e

unde componentele pe axele carteziene cu ajutorul definitiei:

N R
Il = rxp=|2 g 2
Pz Dy D
N 0 0
l, = Up,— 2p, = —th|yg=— — 2—
. 0 0
l, = Z2p,—ap,=—th|2— —2—
Y b b ( Ox (%)
A 0 0
l, = TP, — Gp, = —th|Z— — 22—
Py — Yp ( By 8x>

Ca urmare folosind definitiile operatorilor, observatia ca:
si proprietatile comutatorilor se poate scrie:

0] = [&,0p. — 2p,) = [&, 0p.] — [, 2D,

[i’ly] [ivéAx - iﬁ ] = [1'7 Aﬁx] - [ivjﬁz}
= ihz
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[0D= — 2Dy, 2Dx — &P:] = [UP=, 2Da] + [2Dy, 2P
Y2[Dz, Do) + [Pz 2D + 2[Y; DalPz + Da[d, 2]D2 +
+22[py, D] + 2[Dy, T]P= + (2, D2]Dy + [2, T]P2Dy
Y[p=, 2]pa + T[Z, p2Dy

—9[2, p-Jp2 + Z[2, D2]py
(=UPe + TDy)[2, -] =
ihl,

Celelalte relatii de la punctul (c¢) rezulta prin permutari ciclice.

d.

20 = |

4.5 Fie o particula cuantica descrisa de functia de unda:

unde A, a,ryo— constante.

medii:

2
X .
’I,D(ZE) = 14(3)(})(-2—@2 + ZkQ.CE)
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) (

b) (p); (Ap);
(c) (@) (Az?);
(d) (p*);(Ap?)

Se cunosc integralele:

+oo

—ax? _ T
/ exp( ax ) dx \/;
+o0 1

2 2 _ T
/x exp( ax )dx = 5.\/5

(vezi Anexa C)
Rezolvare:

a. Folosim definitia valorilor medii gi tinem cont de faptul ¢ a
functia de unda are o parte reala gi una imaginara:

2
(xr) = Aexp <—%) exp(ikox)
+o0

@ = [elfa

+00 9
= |A\2/:Uexp (—x—2) dr =0
a
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(Az) =2 — (z)

+o00o +oo
0
W) = [ wpvde=—in [
+oo

— iR / b (—%Jrik:g) b

+oo +oo
1
= ih— / U epdr + kg / V*pda
= hkq

unde s-a folosit conditia de normare:
+o0
/ Y pdr =1

(Ap) =p—(p)

“+o00

(@) = [aufa
+00 9 1
— ]A|2/xgexp <_1:_2) dr = |A|? =/ma®
a 2
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Amplitudinea se determina din conditia de normare:

Ca urmare:

()

2
A | exp (_x_z) dr = |Aav7m
a

) = ymaV
(A) = () -

/ U pPds = — I / R

r /w*wdx_ff/z/ﬁ (5 + i) wdr

+oo
h? x? o
? - h2 / w (a4 — 22]{0? — kg) wdw
hQ
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Rezultatul cerut este:

h2
(Ap?)y = (p*)—(p)? = 5o H Ik — Ik
h2
T 22

4.6 (a) Sa se gaseasca solutia ecuatiei Schrodinger atemporal
a pentru o particula care se migca intr-o cutie rigida unidimen-
sionala cu pereti in punctele x = 0si x = ba, a— constanta pozi-
tiva.

(b) Sa se determine valorile proprii ale energiilor.
(c) Sa se scrie functiile proprii asociate.

Rezolvare:

(a). Ecuatia diferentiala atemporald a lui Schrodinger pentru
aceasta migcare este:

0%  2mE
hilh -0
Ox? * h? v
Facem notatia:
2mkE
2 _
k* = 2
Ecuatia diferentiala ce trebuie rezolvata devine:
0%
— 4+ kY =0
Ox? Y

cu conditiile la limita:
¥(0) = ¥(5a) =0
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Analizam cazurile posibile ale miscarii:

o £ <0 = k% < 0. In acest caz ecuatia caracteristicd are
solutii reale si deci functia de unda va fi exprimata prin
solutii cu exponent real, deci nemarginite. Conditiile la li-
mite impun ins a anularea functiei de unda in aceste puncte,
deci conditia £ < 0nu poate fi posibila.

e F<0=£k<0.

In acest caz ecuatia caracteristica are solutii imaginare si deci
functia de unda va fi exprimata prin solutii cu exponent imaginar,
deci marginite.

(x) = Asinkx + Bcoskx
Constantele A, B se determina din conditiile la limita:

B =0
Asinbak = 0=

dak, = nm,n=0,1,2,...
PR

5a

(b). Revenind in notatia lui k obtinem valorile proprii ale energiei:

h? /w2
B= P (ZY e
2m \ba
S-a obtinut un spectru discret de valori cuantificat de numarul
2
n°.

(c) Functiile proprii asociate acestor valori ale lui k,, sunt:

Vv, = Apsink,x
.onm
= A,sin—=zx

oa
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Constanta A, o determinam din conditia de normare:

5a

5a
2
/ | s |2dx:1¢Ai/<sinZ—ﬂx) dx
a
0

0

1 2nm d5a
= —A2 1 — _ = —A2 = 1
5 n/( cos —— x) dz 5 An

Ca urmare:

/2
Uy = 5—asing—2x

4.7 O particula este descrisa de functia de unda:

P(r) =

Az, —a <z <a
0,z < —a,xr >a

(a) Determinati constanta A din conditia de normare;

(b) Calculati probabilitatea de a gasi particula undeva in regiunea
0<zr< %a.

(c) Calculati pozitia medie a particulei.

Rezolvare:

(a) Conditia de normare conduce la:

a

AR

—a
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a

| A|2/x2dx:1

23
a2

3
4 =3z

(b) Probabilitatea de a gasi particula undeva in zona 0 < z <

1 .
50 este:

a/2 a/2
3
2 . 2
/ | n | da:—ﬁ/xdx
0 0
3 1a3_ 1
24338 16

(c) Valoarea medie a pozitiei particulei este:

a

/a vatids =[] v, P do

—a

3 4

—a

a

=0
Valoarea medie a pozitiei particulei se afla in pozitia centrala.

4.8 Sa se determine solutia ecuatiei Schrodinger dependenta de
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timp a unei particule de masa mgi impuls p, care se migca uni-
dimensional intr-un spatiu caracterizat de potentialul constant V.

Rezolvare:

Ecuatia Schrodinger dependenta de timp este:

OV, t) R PPl t)
TTor T Toam o

Pentru a rezolva aceasta ecuatie vom cauta o solutie de forma:
U(z,t) = p(x)F(t)

in care variabilele spatiu si timp sunt separate. Dupa inlocuire in
ecuatie gasim:

+ Vou(x, t)

1df i
Fa — nC
h? d?¢
—— "l 4V = C
2m8x2+ g 14

Din prima ecuatie diferentiala, dupa separarea variabilelor f si
tsi integrare, rezulta (C'—constant):

a _ i
T
f = foexp (—%Ct) , fo — const.

Propunem ca solutie pentru cea de-a doua ecuatie diferentiala ,
forma exponentiala

p(x) = po exp (%p:v)
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Verificand aceasta solutie rezulta:

B2 N
m

T4V, = C
m

adica tocmai energia totala a particulei, care poate avea orice
valoare posibila (spectru discret). Solutia generala devine:

Y(x,t) = poexp <%pﬂs) foexp (—%Ct>
= Aexp [% (px — Ct)}

- i (o)

Conform principiului superpozitiei starilor si considerand Vo = 0,
solutia generala in reprezentarea impulsului este:

+oo

U(z,t) = /A(p) exp [% (m’ - %t)] dp

—00
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Anexa A

Elemente de calcul
variational

O functionala este o generalizare a unei functii matematice. Ea
reprezinta o regula prin care unei functii oarecare i se asociaza un
numar.

Actiunea se defineste ca:

to
S = / L(g, ¢, t)dt
t

1
Conditia ca functia sa aiba un extrem, implica:

05 =0
Aceasta marime corespunde variatiei functiei la trecerea de la o
traiectorie ¢;(t) (¢ = 1,1) la alta ¢}(t) (¢ = 1,1) pentru care se
produce o variatie a coordonatelor generalizate cu dq = ¢}(t)—q;(t)
si ale vitezelor generalizate corespunzatoare:

Sii(t) = di(6) — du(t) = Sa(0) — alt)] =
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Variatia functionalei ar corespunde unei comutari de pe o traiec-
torie pe alta:

to

to
o5 = [ L+ ba.d+ i~ [ Lia.d.o
t1 t1
to

to

t1 t1

sau

68 = /Z(‘%aqz a_L§>dt

Z

deoarece deplasarile virtuale nu depind de timp.
Deoarece:

oL . OLd d (0L oL
8_%5% R a\0%) = %(8_@5%) dt <a )5%

atunci,
d (0L oL
i (i)~ (35) )

to L
2 oL
dS = —0g;
/tl 2 {3% “r
Cum 6¢;(t1) = d¢;(ta) = 0, din relatia de mai sus rezulta:

=1
/tQii a_L(;. = l a_L(;h_O
1 dt aQZ @ B i—1 8% ¢ b

1=

Atunci, variatia actiunii va lua forma:

5= "% [ - (5) e
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Conform principiului lui Hamilton, daca traiectoria este reala,
atunci ultima integrala trebuie sa se anuleze oricare ar fi variatiile
0q;. Deoarece aceste deplasari sunt independente intre ele, pentru
ca variatia 0.5 sa fie nula este necesar ca:

d (0L oL
G (Ge)-5e=0 w1

adica ecuatiile lui Lagrange.
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Anexa B
Functia 9

Simbolul §(x) introdus de Dirac (1930) nu noteaza o functie, ci
un anumit proces de trecere la limita , intalnit in multe probleme
de fizica. Proprietatile marimii §(z) sunt concentrate in relatiile
de mai jos:

a. 6(x) =0 pentru z # 0

b. 4(0) are o valoare nemarginit de mare

¢ [*Z f(2)3(x)dz = £(0)

Functia f(x) se presupune continua si cu derivate continue. Pen-
tru f(z) = 1 rezulta:
400
/ iz)=1

In general, intalnim functia & (x — x,) care are punctul de singu-
laritate in @ = x, si pentru care vor fi valabile relatiile:
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a. 0(z —z,) =0 pentru = # 0
b. d(z — x,) este nemarginita pentru z = z,

c. J17 f@)d(x — xo)dx = f(x,)

Din aceste ultime proprietati rezulta ca:

/ f(x)o(z — z,)dx = f(z,) daca z, € [a,D]

0 daca z, € [a,b]
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Anexa C

Integrale Poisson

Integralele Poisson sunt de tipul:

o

I, = /e_m?x”dx,n eN
0

Una din metodele de rezolvare este integrarea prin parti:

o0 1 (o]
In/e_‘”?x”dx = — [ d (e‘“$2> !
2a
0 0

[e%S)
1 2 _ Tl—l ) _
— ——<€ axxn 1) ‘80_'_— ea:r:xn Qd.fC
2a
0

= I, o,n>2neN
2a

S-a obtinut astfel o relatia de recurenta care permite gasirea tu-
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turor integralelor I,, cunoscand valoarea corespunzatoare lui n=0:

Ioz/e_“x2dx
0
oen—=1 -
[1=/e“w2xdx:—
a
0
o n=2 -
]2—/6(”:62(11'—— —
al a
0
o n=3 -
I = azr Sd -
3 /e x°dx 1
0
oen—=4 -
3 T
I, = —azx 4d _ = -
4 /e o dx 52\ a
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